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数学准备篇

因为强基计划的物理部分内容难度和深度高于高考要求，会涉及到部分高中数学未学习的内容。我

们安排的授课内容将以这些数学知识作为开始部分。

1、矢量的叉乘 

定义三维空间的两个矢量!⃗、#$⃗的叉乘： 

!⃗ × #$⃗ = '⃗ 

设矢量!⃗、#$⃗之间的夹角为(，则它们之间的大小满足关系： 

)'⃗) = )!⃗) ∙ )#$⃗ ) ∙ sin ( 

如左图所示，矢量!⃗、#$⃗、'⃗之间方向满足右手螺旋法则，即右手手掌

方向首先朝向矢量!⃗，接着转动四指朝向矢量#$⃗，则叉乘得到的矢量'⃗的方向为右手大拇指的取向。 

2、微分与导数 

在高中阶段，我们学习了微积分相关的知识，但是并没有明确其真正的本质。如图所示，我们考虑

一个函数，我们知道在函数上的.点附近取一点/点，当/点无限逼近.点时，./连线便为.点处的

切线，.点的导数随之定义为.点切线的斜率： 

0! = 1!(3) = lim
∆#→%

∆0
∆3

在物理中，我们经常会使用微元法，也就是等同这里∆3、∆0的构造方

式。那么当所假设的小量无限趋近于0时，即和上述公式 lim
∆#→%
表述的含

义等同时，这些微小的变化量全部可以写成微分d3、d0，即导数可以

表示成微分求商的形式：

0! = 1!(3) =
d0
d3

因此我们在后面利用微元法求解物理模型的时候，可以直接把微小的改变量写为微分形式，而后通

过求商表述成导数运算求解即可。

公
众
号
：
清
北
物
理
竞
赛

张健康
dx表示x这个变化量的极限，并没有具体的大小，而是表示自身变化量的极限
其大小理论上趋于零，并且\delt x在x趋于0的时候可以表示为dx。



3、积分 

高中阶段学习了积分的内容，但是有些数学老师仅仅只是教学了积

分的运算，甚至例如∫ 3d3&
% 积分表达式中的d3也跟大家说只是一个

记号，这其实有悖我们学习理科的初衷。在这里可以给大家再次严

谨地陈述一番。众所周知，积分其实是微分的逆运算，定积分最常

见的应用是求解图像与自变量坐标轴围成的面积。如图所示，为了

研究函数1(3)与3坐标轴围成的面积，我们可以把面积如图分割成无

穷多个竖直的小矩形，每个矩形的高为1(3)，宽为微分d3，因此小矩形的面积为： 

d; = 1(3) ∙ d3 

因而得到围成面积满足的积分式：

; = < d;
'

(
= < 1(3) ∙ d3

'

(
 

接下来的计算我们都掌握得游刃有余，但在这里面我们可以看出，积分式中的d3其实就是自变量的

微分。因而在之后利用微元法求解某些复杂物理问题时，有些时候会通过对微分式的积分而得到原

函数的表达式，进而求解，这便是积分的真正含义所在。

4、小量近似与泰勒展开 

在物理强基计划题目的计算过程中，我们经常会遇到小量近似相关的数学工具，常用到的两种小量

近似如下：

（1）当值3为一个小量时，有：

(1 + 3)) = 1 + ?3 

（2）当角度(为一个小量时，有：

sin ( = tan ( = ( 

同时，更广泛的小量近似需要用到高等数学中的泰勒展开表达式：

1(3) = 1(3%) +
1!(3%)
1! (3 − 3%) +

1!!(3%)
2! (3 − 3%)* +⋯+

1())(3%)
?! (3 − 3%))

例如，我们上文所述的小量近似（1）其实就是函数1(3) = (1 + 3))在3 = 0附近领域内的展开： 

(1 + 3)) = 1 + ?3 +
?(? − 1)

2 3* +⋯ 

另外，我们要知道小量近似的核心思想：高阶小量比低阶小量小得多，因此只需要保留到最低阶的

不为零的小量即可。
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一、力学篇 

1、运动学 

1.1、抛体运动 

（1）斜抛运动过程中，3和0方向的运动方程可以写作： 

3 = F%G cos ( 

0 = F%G sin ( −
1
2JG

* 

联立上式，消去G，得到轨迹方程： 

0 = 3 tan ( −
J3*

2F%* cos* (
 

（2）对于速度最小值过墙问题，这里提供两种思路：1）直接带入过墙临界点坐标，然后算出F%(()

函数，利用三角函数求极值的方法求出最小速度以及临界抛射角；2）将 &
-./! 0看成(1 + tan

* ()，将方

程看成关于tan (的一元二次函数，利用判别式法求解最小速度以及临界抛射角。 

 

例 1、从 A点以F%的初速度抛出一个小球，在离 A点水平距离为K处有

一堵高度为ℎ的墙 BC，要求小球能越过 B 点，问小球应以怎样的角度

抛出，才能使F%最小。 

分析与解：利用轨迹方程，可得： 

0 = 3 tan ( −
J3*

2F%* cos* (
= −

J3*

2F%*
(1 + tan* () + 3 tan ( 

把方程看成关于tan (的一元二次方程，可得： 
J3*

2F%*
tan* ( − 3 tan ( +

J3*

2F%*
+ 0 = 0 

利用二次方程成立的判别式方法： 

∆=
3* − 4(J3

*

2F%*
+ 0) ∙ J3

*

2F%*
J3*
F%*

=
F%*

J −
J3*

F%*
− 20 ≥ 0 

最小F%对应临界情况，即∆= 0，且过 B点有3 = K，0 = ℎ，因此有： 

F%1 − 2J0F%* − J*3* = 0 

解得： 

F%* = J(ℎ + Oℎ* + K*) 

带入得(角满足： 

( = arctan	(
ℎ + √ℎ* + K*

K ) 
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1.2、运动学中的微元法 

很多时候，我们需要灵活运用微元法去解决相应的运动学过程问题。微元法是物理问题求解过程中

必不可少的一环，因为牛顿—莱布尼茨积分公式阐述的就是函数与 x坐标轴围成面积可以分割成一

个一个的小矩形面积元，叠加成总面积，即构成我们所熟知的积分形式。因此物理问题中微元法可

以让我们分割地去分析一个小过程，将小过程的微分方程求出，随后利用积分的方式求解问题。

例 2、A、B、C、D四个小孩分别站在正方形的四个顶点，以相同的不变速率F作追逐游戏，A追 B，

B追 C，C追 D，D追 A，每个小孩始终对准自己的追逐目标运动。设G = 0时，正方形边长 l，如图。

求：（1）经过多长时间追上？（2）G = 0时，每个小孩的加速度。 

分析与解：（1）利用微元法即可，画出几何关系图（2）画出微元过程

的速度变化量

（1）参考下图可知，经过dG时间，每个小孩均运动d3 = F ∙ dG，此后，

四个小孩仍然位于正方形四个顶点处，不难发现，新正方形边长变为：

S! = S − F ∙ dG 

因此边长缩短的速率为F，最后四个小孩运动至同一点，总时间为： 

G =
S
F

（2）G = 0时，经过dG时间，速度F⃗矢量转过角度：

d( =
F ∙ dG
S

因此速度变化量：

dF = F ∙ d( =
F* ∙ dG
S

加速度：

T =
dF
dG =

F*
S

当然，此方法也可以推广到对称的其他几何图形的题目，如三角形、正六边形等等，需要利用微元

法去找其他几何图形的变量关系。
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例 3、如图，物体 A置于水平面上，物体 A上固定有动滑轮 B，D为定滑轮，一根轻绳绕过滑轮 D、

B后固定在 C点，BC段水平。当以速度F拉绳头时，物体 A沿水平面运动，若绳与水平面夹角为U，

物体 A运动的速度是多大。 

分析与解：依旧微元法，要注意绳长减少还包括 BC边的减少量。 

假设经过dG时间，B滑轮往右平移小段位移d3 = F2dG。那么绳缩短的

长度一方面是 BC距离变短引起缩短 

dS& = F2dG 

另一方面斜边 BD也缩短： 

dS* = F2dG cos U 

因此绳长总缩短速率即为拉绳头速度F： 

F =
dS& + dS*

dG = F2(1 + cos U) 

解得 A运动速度： 

F2 =
F

1 + cos U

1.3、平动参考系的相对运动 

（1）平动参考系指的是动系V!的坐标轴在运动过程中均不

发生偏转的参考系，与之相反的称为转动参考系。

（2）相对运动是运动学中的一个十分重要的概念，它教会我

们如何用参考系变换的方式去求解物体不易直接求解的运

动。如图，对于静系V以及动系V!质点 P有以下关系： 

W⃗ = W!$$$⃗ + X⃗，3绝对$$$$$$$$$⃗ = 3相对$$$$$$$$$⃗ + 3牵连$$$$$$$$$⃗

F⃗ = F!$$$⃗ + Y$⃗，F绝对$$$$$$$$$⃗ = F相对$$$$$$$$$⃗ + F牵连$$$$$$$$$⃗

T⃗ = T!$$$⃗ + !⃗，T绝对$$$$$$$$$⃗ = T相对$$$$$$$$$⃗ + T牵连$$$$$$$$$⃗  

我们可以先用人在小车上走动的模型去直观理解位移的坐标变换，接着位移变换关系式对时间求导便

可以依次得到速度以及加速度的变换关系。公
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例 4、天花板下用长度为S&的绳子悬挂着球 A，球 A下方用长度为S*的绳子悬挂着球 B。已知球 B的

质量为Z。某时刻，球 A有水平向右的速度F&，球 B有水平向右的速度F*，求连接着 A、B两球的绳

子上的拉力[ 

分析与解：首先 A有一个向上的加速度 

T2 =
F&*

S&
 

以 A为参考系，B的速度为（F& − F*），则对应的相对加速度方向向上： 

T34 =
(F& − F*)*

S*
对 B受力分析，以 A为参考系，需要附加上惯性力−ZT2$$$$⃗，因此竖直方向： 

[ −Z
F&*

S&
−ZJ = ZT34 

即：

[ = Z(J +
F&*

S&
+
(F& − F*)*

S*
) 

1.4、物系相关速度 

（1）杆或绳约束物系：由于杆以及绷直的绳长度始终不变，因此在同一时刻其两端连接物体必具有

相同的沿杆或绳方向的分速度。

（2）接触物系：由于接触物体沿着接触面法向不会发生相对移动，因此两接触物体沿接触面法向的

分速度必定相同，同理沿接触面切向的分速度在无相对滑动时相同。

例 5、如图，线轴沿水平面做无滑动的滚动，并且线端 A点速度为F，方向水平。以铰链固定于点 B

的木板靠在线轴上，线轴的内、外径分别为W和\。试确定木板的角速度]与角U的关系。 

分析与解：首先纯滚条件：

F = ]!(\ + W) 

]!为线轴纯滚的角速度。其次杆与线轴在 C 处相切，因此杆

与线轴在 C 处沿法线方向速度一致。杆在 C 处沿法线方向的

速度为：

F& =
dU
dG ∙ \ cot

U
2 = ]\ cot

U
2

利用了
56
57 = ]这一特性。线轴在 C处沿法线方向速度用速度合成公式： 

F* = ]!\ sin U 

则利用F& = F*可以得到： 
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dU
dG =

F
\ + W ∙ 2 sin

* U
2 =

F
\ + W (1 − cos U) 

即：

] =
F

\ + W (1 − cos U) 
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2、动力学 

2.1、惯性力 

我们把无加速度的参考系称为惯性系，把有加速度的参考系称为非惯性系。惯性力是针对在非惯性系

中研究动力学的一种等效方式，因此以下分析只面向非惯性系的动力学研究。 

（1）平动参考系： 

在运动学中我们讲到，对于平动参考系有：T绝对$$$$$$$$$⃗ = T相对$$$$$$$$$⃗ + T牵连$$$$$$$$$⃗。若用T⃗表示质点在静系V中的绝对加

速度，T!$$$⃗表示质点在动系V!中的相对加速度，!⃗代表V!系相对V系的牵连加速度，即有T⃗ = T!$$$⃗ + !⃗ 

设质点受到的外力为^⃗，在V系中列出牛顿第二定律： 

^⃗ = ZT⃗ = ZT!$$$⃗ + Z!⃗ 

将Z!⃗项移至方程左侧： 

^⃗ − Z!⃗ = ZT!$$$⃗  

也就是说，如果想要在V!系中列出牛顿第二定律，需要在原外力的基础上附加上额外的−Z!⃗这一项

等效力。那么定义平动惯性力^惯$$$$$$⃗ = −Z!⃗，我们有： 

^⃗ + ^惯$$$$$$⃗ = ZT!$$$⃗  

（2）转动参考系： 

在转动参考系中，由于转动系V!与静系V加速度变换较为复杂，我们下面只介绍两种惯性力：惯性离

心力与科里奥利力。 

1）惯性离心力：考虑绳拉着质量为Z小球在桌面做半径为W，角速度为]的匀速圆周运动的模型，建

立一个转动参考系与小球同步转动，那么小球在转动系V!中静止。在地面系中分析小球受力，绳子张

力将提供向心力Z]*W。但在V!中，只有附加上沿着径向向外的惯性离心力Z]*W⃗，才能做到与绳子张

力共同受力平衡而静止。由此我们得到转动参考系中的一个惯性力——惯性离心力： 

^惯离$$$$$$$$$⃗ = Z]*W⃗ 

2）科里奥利力：设转动系V!相对静系V的角速度为]$$⃗，质量为Z的质点在转动系V!中的相对速度为F!$$$⃗

直接给出科里奥利力的表达式： 

8̂93$$$$$$$$⃗ = −2Z]$$⃗ × F!$$$⃗  

科里奥利力在解释一些地球上的物体在运动时发生“异常”偏转的物理现象十分有用。下面我们举一个

经典的例子说明——北半球河床右岸受较强冲刷。 
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首先我们建立转动系V!，使得它与地球具有相同的角速度，此时地球在

V!系中静止，那么人在观察地球上物体的速度就是V!系中的相对速度F!$$$⃗。

将右图设想成从北极高空所得的北半球俯视图，从北向南的河流中河水

有图示的径向速度F3!$$$⃗，对应的科里奥利力 8̂93$$$$$$$$⃗ (W)指向河床右岸，平衡此

力的必定是右岸对河水的真实推力 0̂$$$$⃗。因此河水对右岸的反作用力形成

了可观察到的河床右岸受较强冲刷的现象。 

 

例 6、（2020清华强基）在悉尼、北京、赤道上空分别静止释放一重物，物体下落时的偏转情况为

（A） 

A、悉尼处偏东、北京处偏东、赤道处偏东 

B、悉尼处偏东、北京处偏西、赤道处不偏转 

C、悉尼处偏西、北京处偏东、赤道处不偏转 

D、悉尼处偏西、北京处偏西、赤道处偏西 

分析与解：利用科里奥利力 8̂93$$$$$$$$⃗ = −2Z]$$⃗ × F!$$$⃗，来分析物体下落时的偏转情况即可。  
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3、静力学 

3.1、力矩 

力矩：力矩在初中接触过，当时定义为力乘以力臂，并未涉及到矢

量的概念，此处引入力矩矢量的概念，定义为： 

_$$⃗ = W⃗ × ^⃗ 

其中W⃗为参考点到力作用点的矢径，^⃗为作用力矢量。 

3.2、三力汇交与摩擦角 

（1）三力汇交原理：若一个物体处于平衡状态，有且仅有三个力作用，那么这三个力的作用线必定

汇交于同一点。这是因为如果三力不汇交于同一点，那么以其中两个力作用线的交点为参考点，第

三个力会产生净力矩，使其不能平衡。 

（2）摩擦角： 

在研究粗糙平面上物块受外力作用下的运动问题中，对物块受力分析有外力、重力、支持力以及摩

擦力四个力。但我们所熟知的矢量三角形分析法要求物体只受三个力作用，那么我们可以将支持力

$̀$⃗与摩擦力1⃗矢量合成视作一个力，定义其为全反力\$⃗ = $̀$⃗ + 1⃗。接着定义摩擦角(为全反力\$⃗与支持

力 $̀$⃗之间的夹角，即( =< \$⃗， $̀$⃗ >。利用摩擦力1与支持力`以及动摩擦因素c的约束条件1 ≤ c`可

知： 

( ≤ arctanc 

当摩擦力为动摩擦力时取等号，我们将(: = arctanc称为动摩擦角。通过引入全反力和摩擦角的概

念，我们便可以将四力问题转化为三力问题。 

3.3、一般物体的平衡 

对一个物体或者物体体系而言，其平衡需要同时满足合外力为零以及合外力矩为零两个条件。 

（1）合外力等于 0——不移动 

在直角坐标系中有∑ ;̂# = 0，∑ ;̂< = 0，∑ ;̂= = 0 

（2）合外力矩等于 0——不转动 

在直角坐标系中有∑_;# = 0，∑_;< = 0，∑_;= = 0 
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例 7、质量为Z的小物块静止在倾角为(的斜面上，二者之间的摩擦因数为c，现给小物块施加外力[，

使之能沿斜面向上运动，求最小的外力[ 

分析与解：直接分析重力、全反力、外力 T，三力构成矢量三角形，然后用矢量图解法即可。 

小物块沿着斜面向上运动，受到摩擦力沿斜面向下，重力与全反力之间的夹角为( + f，其中f为摩

擦角arctanc。因此最小外力[为： 

[ = ZJ ∙ sin(( + f) 

带入即得：

[ =
ZJ

Oc* + 1
(sin ( + c cos () 

例 8、半径为\的 1/4光滑圆柱面固定在水平面上。柱面上放置了一根线密度为g的光滑均匀铁链，其

一端固定在柱面顶端，另一端恰好与水平面相切。求铁链在柱面顶端的这一段所受到的拉力。

分析与解：显然元功法，非常简单。

假设柱面顶端受到拉力为[，则假设顶端处拉力往受力方向拉一小段位移d3，则[做的元功的效果等

价于将底端的长度为d3的小段铁链移至顶端处，因此由功能转换关系： 

[d3 = gd3 ∙ J\ 

即解得：

[ = gJ\ 

3.4、平衡的稳定性 

判断平衡稳定与否，可以用受力法或者势能函数法进行判断。

（1）受力法：首先对于处在平衡状态的物体，在平衡位置处满足合外力（力矩）为零。为判断是否

为稳定平衡，可以给物体在平衡位置附近一个微小的扰动：1）若物体所受合外力（力矩）为回复力

（力矩），即有把物体拉回到原平衡位置的倾向，那么定义为稳定平衡；2）若物体所受合外力（力矩）

为推斥力（力矩），即有把物体推离原平衡位置的倾向，那么定义为不稳定平衡；3）若物体所受合外

力（力矩）为零，定义随遇平衡，随遇平衡在研究问题中意义不大。

（2）势能函数法：首先对于处在平衡状态的物体，在平衡位置3%处满足：h(3%)! = 0。为判断是否为

稳定平衡，可以利用势能函数在平衡位置3%处的二阶导数来进行判断：1）若h(3%)!! > 0，则为稳定平

衡；2）若h(3%)!! < 0，则为不稳定平衡。 
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例 9、（2021清华强基）一光滑圆环以过圆心的固定竖直轴匀速旋转，角速度为]。一珠子可在圆环上

自由滑动，质量为Z，半径为W，如图所示。试求出图示珠子的可能处于稳定平衡的位置，用角度(表

示。 

分析与解：小球势能分为两个，重力势能与惯性离心力势能： 

i>(() = −ZJW cos ( −
1
2Z]

*W* sin* ( 

对势能函数求一阶导数： 

i>! (() = ZJW sin ( − Z]*W* sin ( cos ( 

= ZW sin ( (J − ]*W cos () 

于是平衡位置有： 

( = 0，j， arccos
J
]*W 

求二阶导算是否稳定： 

i>!!(() = ZJW cos ( − Z]*W*(cos* ( − sin* () 

由此判断得，可能处于稳定平衡的位置为： 

( = 0， arccos
J
]*W 
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4、动量 

4.1、连续体问题 

利用微元法，考虑dG时间内连续体由于碰撞而变化的动量dk$$$$⃗，结合^⃗ = 5>?????⃗
57求出碰撞产生的冲击力。 

 

例 10、如图所示，质量_的匀质细软绳，下端恰好与水平地面接触，上端用手提住，使绳处于静止伸

直状态。而后松手，绳自由落下，试求绳落下3 < l长度段的时刻地面所受正压力大小` 

分析与解：这题要注意的是，绳子上端是自由落体运动，剩下就是简单的连续

体问题： 

_
l ∙ F∆G ∙ F = ^∆G 

即冲击力 F满足： 

^ =
_
l ∙ F

* 

再加上已经落到地面上的绳段的重力，可得： 

` =
_
l ∙ F

* +
3
l_J = 3_J ∙

3
l 

 

例 11、（2021清华强基改编）如图，砂石以F = 6Z/K的速度沿30°倾角的斜面传送带匀速抛出，最终

落入卡车内（下落后不反弹），ℎ = 0.8Z，砂石在传送带上时的质量为g = 50tJ/Z，称量台在卡车下

方，所称得的重量不计入卡车自重，则从砂石恰好铺满传送带开始计时，在传送带开始运行G = 2K后

（BF） 

 

A、称量台称得重量为360tJ 

B、称量台称得重量为510tJ 

C、称量台称得重量为700tJ 

D、卡车所受静摩擦力为1000` 

E、卡车所受静摩擦力为1280` 

F、卡车所受静摩擦力为1560` 

分析与解：连续体问题，直接微元法分析冲量。先考虑静摩擦力，静摩擦力是由∆G时间内落到卡车上

的砂石的水平方向速度冲击导致的： 
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1∆G = gF∆G ∙ F cos 30° 

即： 

1 = gF* cos 30° = 1560` 

称量台称得的重量分为两部分，一部分是已经落到卡车内的砂石重量，还有一部分是冲击力导致。分

析抛体运动，不难得出砂石在空中运动时间G = 0.8K。因此有1.2K的砂石已经落到卡车，这部分重量： 

Z& = 1.2gF = 360tJ 

竖直方向冲击力设为 N，则满足： 

`∆G = gF∆G ∙ F< 

其中F<是砂石即将碰撞到卡车时的竖直方向速度，由运动学方程可解得为F< = 5Z/K，于是： 

` = gF ∙ F< = 1500` 

即称重台称得质量： 

Z = 360 + 150 = 510tJ 

 

4.2、杆（绳）连接物系瞬时冲击问题 

首先由于是杆（绳）连接物系，因此可以列出沿杆（绳）方向速度关联方程。其次，可以设出杆（绳）

在冲击瞬间产生的冲量，沿着杆（绳）方向列出动量定理。最后，要充分利用体系的对称性，减少变

量个数从而简化计算过程。 

 

例 12、（2020清华强基）如图所示，质量均为Z的三个质点 A、B、C位于光滑水平面上，用已拉直

的不可伸长的轻绳 AB 和 BC 连接，它们之间的夹角为120°。一冲量v沿 BC 作用于质点 C 上，则质

点 A开始运动时速度为？ 

分析与解：设 BC绳的冲量为v&，AB绳的冲量为v*。对 C分析： 

v − v& = ZFA 

对 A分析： 

v* = ZF2 

对 B分别沿 BC方向和 AB方向列冲量方程以及速度关联方程： 

v& −
1
2 v* = ZFA 

1
2 v& − v* = ZF2 

联立即可解得： 

F2 =
2v
15Z 
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例 13、四个质量相同的小球 A、B、C、D用相同长度的轻质刚性细杆光滑地铰接成一个菱形，开始

时菱形取成正方形，在光滑的水平面上沿着对角线 AC 方向以速度作匀速运动。如图（a）所示，在

AC的前方有一与方向垂直的黏性固体直壁，C球与其相碰后立即停止运动。试求碰后一瞬间 A球速

度。 

分析与解：由上下对称性以及几何对称性可知，碰后 D水平方向分速度

就等于 A速度的一半。 

设 AD杆的冲量为v*，则对 A分析有： 

√2v* = Z(F − F2) 

由于碰撞后 C静止，则 D沿着 CD杆方向的分速度为0，D仅有沿着

AD方向的速度，再由碰后 D水平方向分速度就等于 A速度的一半： 

FB = √2 ∙
F2
2  

因此对 D分析，有： 

v* = Z(FB −
√2F
2 ) 

联立即可解得： 

F2 = F 

说明：也可以不列公式直接观察看出，AD杆对球 A和 D的冲量方向必然相反，而球 A和 D沿着

AD杆方向的速度改变量也只能由 AD杆对球 A和 D的冲量产生。因此由杆的速度关联，得知 A和

D沿着 AD杆方向的速度改变量必须一致，而若 AD杆对球 A和 D的冲量存在，则速度改变量必须

相反。依此分析，AD杆的冲量必定为零。 

 

4.3、变质量物体的运动方程 

变质量物体运动指的是物体在运动过程中主体质量不断变化的一种运动。考虑一个体系，其某一时刻

的质量为Z、速度为F⃗。利用微元法，假设在dG时间内有质量为dZ、原速度为Y$⃗的物体并入体系，体

系此时所受外力为^⃗，动量定理给出： 

^⃗dG = (Z + dZ)(F⃗ + dF⃗) − (ZF⃗ + dZ ∙ Y$⃗ ) 

化简上面的动量定理，略去高阶小量，得到： 

Z
dF⃗
dG = (Y$⃗ − F⃗)

dZ
dG + ^⃗ 

此式称为变质量物体的基本运动微分方程（或称为密舍尔斯基方程）。有些时候题目会在初始条件中

给出即将并入物体相对体系的相对速度F3$$$⃗ = Y$⃗ − F⃗，而并非直接给定Y$⃗，那么这个基本运动微分方程形

式将有所变化：  
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Z
dF⃗
dG = F3$$$⃗ ∙

dZ
dG + ^⃗ 

因此在理解这个物理概念的时候，切忌去死记硬背，而是去理解微元过程下动量定理是如何列出来的，

后续的方程随之推导即可得到。并且要注意以后自行推导的时候，无论题中主体质量增加或减小，我

们都可以假设主体质量增加dZ，最后推导得到的方程对于主体质量减少的情况也同样适用。 

 

例 14、如图所示，近代火箭是利用把燃料燃烧后的废气逐渐向外喷出的办法来增加火箭自身的运动

速度。设喷出气的相对速度沿运动物体轨道切向，且一个常量F3；火箭在运行中不受任何外力作用；

火箭起始质量为Z%，其中燃料质量为Z!，空火箭质量为ZC（即Z% −Z!）；火箭单位时间内喷出废气

的质量为常量ℎ。求火箭能够达到的速度。 

分析与解：在解变质量物体的运动时，一定不要背公式，因为不同题型设置

的物理量不同，因此直接列微元过程的动量守恒方程即可。 

设某时刻火箭的质量为Z，速度为F，则对始末状态有： 

ZF = (Z + dZ)(F + dF) + (−dZ)(F − F3) 

略去高阶小量便可以得到微分方程： 

ZdF + F3dZ = 0 

分离变量： 
dZ
Z = −

1
F3
dF 

积分即得： 

F = F3ln
Z%
Z  

因此火箭能够达到的最大速度： 

F = F3ln
Z%
ZC
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5、能量 

5.1、保守力与保守势能 

（1）保守力：定义为做功与路径无关而只与初末位置有关的力，如重力、电场力、弹簧弹力都是保

守力。但诸如摩擦力一类的力，其做功与路径有关，因而不是保守力。每一种保守力都可以定义相对

应的保守势能i>，由能量的转化与守恒关系可知，保守力某一过程中做功w满足：w = −Δi>。 

（2）保守势能：保守势能是对应保守力使得系统内部得以储存的能量，只与系统内的相对位置有关。

一般来说，我们可以通过对保守力的空间分布函数积分得到功，利用功能转化关系w = −Δi>，从而

得到对应保守势能的表达式。但是，通过上述保守力功能转化关系的表达式，我们仅仅只能得到任意

两点之间的势能差，而无法确定任何一点的绝对势能值，因此我们常常需要选取一个零势能点。零势

能点的选取有一些约定俗成的习惯，比如引力势能选无穷远处为零势能点，静电场的电势能选取无穷

远或接地为零势能点，弹簧的弹性势能选取原长为零势能点等。各常见保守力及其保守势能列举如下： 

1）重力及重力势能：y⃗ = ZJ⃗，i> = ZJℎ，以高度ℎ = 0处为零势能点。 

2）弹力及弹性势能：^弹$$$$$$⃗ = −t3⃗，i> =
&
* t3

*，以形变量3 = 0处为零势能点。 

3）万有引力及引力势能：^引$$$$$$⃗ = − DE:
3" W⃗，i> = − DE:

3 ，以距离W = ∞处为零势能点。 

4）惯性离心力及离心势能：^惯离$$$$$$$$$⃗ = Z]*W⃗，i> = − &
*Z]

*W*，以到转轴距离W = 0处为零势能点。 

 

例 15、（2022清华强基）水杯绕其对称轴匀速旋转过程中，稳定情况下（BC） 

A、水会由于黏滞阻力而停下 

B、水会随着水杯匀角速度旋转 

C、形成的水面形状为旋转抛物面 

D、形成的水面形状为旋转双曲面 

E、形成的水面形状为旋转半椭圆面 

分析与解：利用旋转稳定后，液面为等势面列出方程，要注意此处运用惯性离心力势能的表达式。 

i> = −
1
2Z]

*W* +ZJ0 = '{?KG 

显然，为抛物面方程。 
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5.2、质心与质心系 

（1）质心：系统的质量中心，是空间中的一个几何点。假设质点系统中各质点的质量分别为Z;，位

矢为WF$$⃗，则质心的位矢定义为用各质点质量对其对应位矢进行加权平均的结果： 

W8$$$⃗ =
∑ Z;WF$$⃗;
∑ Z;;

 

如果质点系是连续体，则质心的定义转换为积分计算表达式： 

W8$$$⃗ =
∫ W⃗ dZ
∫dZ

 

由质心位矢表达式的线性关系可知，如果系统有两部分，总质量和质心位矢分别为Z&、W8&$$$$$⃗与Z*、W8*$$$$$⃗，

则合并系统的质心位矢为： 

W8$$$⃗ =
Z&W8&$$$$$⃗ + Z*W8*$$$$$⃗
Z& +Z*

 

（2）质心系：相对质心静止，且一般以质心为坐标原点的平动参考系。需要注意的是，因为质心运

动有些情况会存在加速度，所以质心系有可能是非惯性系。在后面我们会学习到，质心系对求解物体

的动能定理、角动量定理以及刚体上任意点的速度、刚体的动能、刚体的角动量都有非常关键的作用。 

 

例 16、求质量分布函数分别为g = t3以及g = t3*的长度为S的细杆的质心位置。 

分析与解：直接积分即可。 

对g = t3情形： 

38 =
∫ t3 ∙ d3 ∙ 3G
%
∫ t3 ∙ d3G
%

=
2
3 S 

对g = t3*情形： 

38 =
∫ t3* ∙ d3 ∙ 3G
%
∫ t3* ∙ d3G
%

=
3
4 S 

 

5.3、质心系相关的定理 

（1）质心运动定理：系统所受合外力等于系统总质量乘以质心加速度。即： 

^外$$$$$$⃗ = Z总T8$$$$⃗  

这其实和我们高中学过的牛顿第二定律的整体法一致。 

（2）质心系的动能定理：质心系可能是一个非惯性系，在质心系中列写系统动能定理时需要考虑内

力、外力与惯性力做功。但是在质心系中分析，系统受到的惯性力所做的总功为零，即系统的动能定

理为： 
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w内 +w外 = ΔiH 

但是质心系中对单个物体分析，仍需要考虑惯性力做功。 

（3）柯尼希定理：系统的总动能等于质心整体的动能加上系统在质心系中的相对动能。即： 

iH =|
1
2Z;F;*;

=
1
2Z总F8

* +|
1
2Z;F;!*;

= iH8 + iH!  

 

例 17、如图（a）所示，光滑的水平桌面上，一轻绳两端系着两个小球，质量均为 m，一水平恒力 F

向右拉绳的中心，当 A、B球达如图（b）所示状态时，求 A、B在垂直于绳的方向上的速度 

分析与解：直接在质心系中研究，无需考虑惯性力做功，F做功距离为 L，两

个小球朝向对方运动。 

^l =
1
2ZF3

* × 2 

因此解得： 

F3 = }^l
Z  

 

5.4、碰撞与恢复系数 

（1）碰撞：在碰撞问题中，往往假定碰撞作用时间dG极短。以发生碰撞的两个物体为系统整体，碰

撞过程内力（冲击力）极大，其他有限外力的冲量可以忽略不计。 

（2）恢复系数：对一般物体的碰撞，动量守恒成立，但是能量守恒不成立，取而代之的是以下关系： 

~ =
F* − F&
Y& − Y*

=
F分离
F接近

 

即碰后相对分离速度与碰前相对接近速度之比为常数，称为恢复系数~，其只和物体的材料种类有关。

完全弹性碰撞对应~ = 1，完全非弹性碰撞对应~ = 0 

（3）斜碰：当碰前两物体的相对速度不沿两物体连线时（即碰前有切向相对速度），称为斜碰。对于

斜碰法向，恢复系数~等于法向相对分离速度与法向相对接近速度之比。对于斜碰切向，如果接触面

没有摩擦，则切向速度不改变。如果接触面有摩擦因数c且碰撞过程切向始终发生相对滑动，则两物

体间法向的支持力`、切向摩擦力1时刻都满足摩擦力公式1 = c`，因此对应冲量满足关系vI = c ∙ vJ 
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例 18、质量分别为Z&和Z*的两个小球，系在长为S的不可仲长的轻绳两端，放置在光滑水面桌面上。

初始时绳是拉直的。在桌面上另有一质量为ZK的光滑小球，以垂直于绳的速度Y与小球Z&，对心正碰，

若恢复系数为~，求碰后瞬时绳中的张力。如图所示。 

分析与解：首先考虑ZK与Z&的碰撞，动量守恒： 

ZKY = ZKFK +Z&F& 

恢复系数方程： 

~ =
F& − FK
Y  

对Z*小球进行受力分析： 

[ = Z*T* 

T*方向向右。再以Z*为参考系，考虑Z&小球，则需要附加上惯性力： 

[ +Z&T* = Z&
F&*

S  

联立上述方程即可解得： 

F& =
ZKY(1 + ~)
Z& +ZK

 

[ =
Z&Z*
Z& +Z*

∙
F&*

S =
Z&Z*ZK

* ∙ Y*(1 + ~)*
(Z& +Z*)(Z& +ZK)* ∙ S
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6、角动量与天体运动 

6.1、角动量与角动量定理 

（1）质点的角动量l$⃗定义为参考点到质点的位矢W⃗叉乘质点的动量k⃗，即： 

l$⃗ = W⃗ × k⃗ 

我们实际解题中往往只需要研究相对于某固定转轴（以 z 轴为例）的角动量，那么只需要将求出l$⃗对

转轴方向的分量l=即可。若质点速度平面垂直与转轴，也可以用动量乘以动量臂的形式去计算质点相

对于转轴的角动量大小。 

（2）角动量定理：在惯性系中，给定参考点，则相对此参考点的力矩等于角动量的变化率，即： 

_$$⃗ =
dl$⃗
dG  

该结论也可以用于分量，即惯性系中对给定的轴，对轴力矩等于对轴角动量的变化率。 

（3）质点系的角动量定理：将各个质点的角动量定理相加，牛顿第三定律告诉我们作用力与反作用

力大小相等，方向在同一条直线且相反，所以内力力矩之和为零。因此在惯性系中取固定参考点，质

点系总角动量的变化率等于外力的合力矩。我们将在刚体部分大量使用这个结论。 

_外$$$$$$$⃗ =
dl总$$$$$⃗

dG  

（4）质心系角动量定理：在质心系中，以质心为参考点，考虑质量为Z;、矢径为WF!$$$⃗的质点，由质心

的定义可知： 

|Z;WF!$$$⃗
;

= Z总WA!$$$⃗ = 0 

这是因为质心本身在质心系中始终位于原点的位置，WA!$$$⃗ = 0。考虑各质点受到惯性力力矩之和： 

_惯$$$$$$$⃗ = |WF!$$$⃗ × (−Z;TA$$$$⃗ )
;

= −|Z;WF!$$$⃗ × TA$$$$⃗
;

= 0 

即惯性力的总力矩为零。故质心系以质心为参考点时系统的角动量定理为： 

_外$$$$$$$⃗ =
dl总$$$$$⃗

dG  

我们在刚体问题中经常选取质心系来运用转动定理，在使用过程中可以无需考虑惯性力矩的影响。 
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例 19、圆锥摆的辐角为(，摆线长为S，摆球质量为Z，取悬挂点 O为参考点，试求摆球所受的力矩_$$⃗

和摆球角动量l$⃗  

分析与解：先求力矩_$$⃗ ，小球受到重力和绳子弹力，绳子弹力与矢

径W⃗共线，因此不存在力矩分量，总力矩_$$⃗就等于重力力矩分量： 

_$$⃗ = W⃗ × y⃗ 
大小为： 

_ = ZJS sin ( 

方向由右手螺旋叉乘得到垂直纸面向外。 

角动量为： 

l$⃗ = W⃗ × k⃗ 
大小为： 

l = ZFS 

方向如图垂直绳斜向左上，且位于竖直平面内。 

 

例 20、（2021 清华强基）重力为y的均匀圆锥在地面上以Ω匀角速度做纯滚动，当圆锥处于如图所示

状态时，设圆锥与地面的接触线为动轴3，关于圆锥受力情况，下面选项正确的是（AC） 

 
A、摩擦力平行于3轴 

B、摩擦力不平行于3轴 

C、地面支持力满足`地 = y 

D、地面支持力`地 ≠ y 

分析与解：当圆锥以稳定角速度运动时，若摩擦力有切向分量，则由角动量定理知有角加速度，因而

矛盾。对整体进行分析，质心做稳定的圆周运动，因此只有水平方向的向心加速度，因此竖直方向 

`地 = y 
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6.2、天体运动 

（1）开普勒第二定律与角动量守恒定律的一致性：在天体运动的问题中，由于环绕星体受中心天体

的万有引力始终沿着半径方向，因此以中心天体为参考点，环绕星体受到的力矩处处为零，角动量守

恒，有： 

l = ZWF0 = '{?KG 

开普勒第二定律（面积定律）告诉我们，环绕星体与中心天体的连线单位时间扫过的面积
5L
57是一个恒

定值，即： 

d;
dG =

1
2 WF0 = '{?KG 

显然这两个公式描述的变量关系都是WF0 = '{?KG，且有5L
57 =

M
*: 

（2）天体运动的能量：质量为Z、运动速度为F的环绕星体，中心天体质量为_，两者之间的距离为

W，满足系统机械能守恒的条件，则能量可以表示为： 

i机 =
1
2ZF

* −
y_Z
W = '{?KG 

我们结合椭圆轨道的角动量守恒定律可以推导得到一个非常重要的结论，即椭圆轨道总机械能表达

式： 

i机 = −
y_Z
2T  

其中T为椭圆轨道运动的半径，y为引力常量。有了总机械能表达式我们便可以脱离角动量守恒方程，

直接利用总机械能减去引力势能来求出环绕星体的动能与速度。 

（3）第二宇宙速度的推导原理：我们知道第二宇宙速度是物体完全脱离地球引力场所需要的最小速

度，大小为11.2tZ/K。物体要想脱离地球引力场的束缚，必须能够运动到无穷远，即临界情况为运动

到无穷远处速度为零，总机械能为零。设地球半径为\、质量为_N，则物体的总机械能表达式为： 

i机 =
1
2ZF*

* −
y_NZ
W = 0 

即得到第二宇宙速度表达式： 

F* = }2y_N
W  

易知第二宇宙速度为第一宇宙速度（环绕速度）的√2倍。 
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例 21、（2020清华强基）质量为48tJ的飞船在距地心12000tZ的轨道上做匀速圆周运动，速度为F%，

这时一质量为2tJ的太空陨石击中并镶嵌在飞船当中。已知地球半径为6000tZ，则能使飞船坠落到

地面时最小的陨石速度为（A） 

A、3.59F% 

B、4.35F% 

C、5.51F% 

D、21.8F% 

分析与解：最小能量对应最小速度，由总机械能公式：i = − DE:
*( ，可知，i最小对应T最小，因此T

最小为1.5\。可以算得飞船碰后速度 v满足： 

1
2ZF

* −
y_Z
2\ = −

y_Z
3\  

即： 

F = }y_
3\ = }J\

3  

由初始条件： 

F% = }y_
2\ = }J\

2  

要想最小陨石速度使得飞船坠落到地面，陨石与飞船相向运动再发生碰撞即可。记陨石质量为∆Z、

速度为Y，结合碰撞的动量守恒方程： 

ZF% − ∆ZY = (Z + ∆Z)F 

联立即得： 

Y =
ZF% − (Z + ∆Z)F

∆Z =
Z −Ç23 (Z + ∆Z)

∆Z F% = 3.59F% 
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例 22、（2021清华强基）一卫星绕地球做椭圆轨道运动，近地点距地表3600tZ，远地点距地表23600tZ。

假设在近地点卫星加速，使得椭圆轨道的远地点距离地球表面33600tZ，则卫星变轨时的速度增量应

为（C）（设重力加速度J = 10Z/K*） 

 
A、1000Z/K 

B、500Z/K 

C、250Z/K 

D、100Z/K 

分析与解：与上一题同理，直接用总机械能表达式即可求解。 

变轨前椭圆轨道的长轴长2T&为40000tZ，变轨后椭圆轨道的长轴长2T*为50000tZ，设变轨处飞船

与地球的间距为W% = 10000tZ。变轨前后卫星速度为F&、F*，由总机械能公式可以得到： 
1
2ZF&

* −
y_Z
W%

= −
y_Z
2T&

 

1
2ZF*

* −
y_Z
W%

= −
y_Z
2T*

 

即可解得： 

F& = }J\*(
2
W%
−
1
T&
) 

F* = }J\*(
2
W%
−
1
T*
) 

速度增量即为： 

∆F = F* − F& = OJ\* ∙ É}
2
W%
−
1
T*
−}

2
W%
−
1
T&
Ñ = 257.06Z/K 
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7、刚体 

7.1、刚体定轴转动 

刚体是一个质点组，其中任意两个质点之间的距离保持不变，生活中很多物体都是刚体，如车轮、铅

笔等等。一般情形下，我们研究刚体绕一个固定轴转动的问题比较多，称为刚体的定轴转动。由于轴

是固定的，定轴转动的刚体可以只用转角Ö描述其运动。如图所示，以Ü=轴为

固定轴，刚体的角速度和角加速度为： 

]$$⃗ =
dÖ$⃗
dG ，á⃗ =

d]$$⃗
dG =

d*Ö$⃗
dG*  

则刚体整体的角动量和动能可以表示为： 

l= =|\;Z;(]\;)
;

= à|Z;\;*
;

â] = v] 

iH =|
1
2Z;(]\;)*

;
=
1
2à|Z;\;*

;
â]* =

1
2 v]

* 

其中\;是质点Z;到Ü=轴的距离。 

7.2、转动惯量 

上面定义的v被称为绕Ü=轴的转动惯量，表达式为：（前者为离散情形，后者为连续情形） 

v =| Z;\;*;
= <\*dZ 

转动惯量v在转动问题中的地位非常重要，等同于平动问题中质量Z的地位，因此在列举刚体转动的

方程之前首要任务便是求出刚体的转动惯量v。以下是求刚体转动惯量问题中常常需要用到的概念： 

 

（1）平行轴定理：过质心的轴1转动惯量为v8，平行于轴1、相距为ä的轴2

转动惯量为v，刚体总质量为Z，则有： 

v = v8 +Zä* 

 

（2）垂直轴定理：薄板刚体，设其平面为30面，ã轴与之垂直，则相对于三

轴的转动惯量满足 

v# + v< = v= 
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（3）常见质量均匀几何体的转动惯量： 

1）细圆环或薄圆柱环： 

v = _\* 

 

2）薄圆盘或圆柱体： 

v =
1
2_\

* 

 

3）长为S，质量为_的均匀细棒，若以质心转轴： 

v =
1
12_S

* 

若以其中一端为转轴： 

v =
1
3_S

* 

 

4）质量为_，半径为\的均匀球体，以过球心的转轴： 

v =
2
5_\

* 

 

 

5）质量为_，半径为\的匀质球壳，以过球心的转轴： 

v =
2
3_\

* 

 

7.3、刚体定轴转动的角动量定理与动能定理 

（1）使用角动量定理_ = dl/dG，以及刚体定轴转动的角动量表达式l = v]，可以得到刚体定轴转动

的角动量定理： 

_ = vá 

即对轴的力矩等于转动惯量乘角加速度。 

（2）由刚体的动能表达式iH =
&
* v]

*，我们可以得到刚体定轴转动的动能定理： 

w =
1
2 v]*

* −
1
2 v]&

* 

（3）类比记忆：容易发现，刚体定轴转动的关系式与我们之前学过的质点平动方程很类似，我们可

以对物理量或者物理方程做如下类比： 
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转动情形 平动情形 

转动惯量：v 质量：Z 

角度、角速度、角加速度： 

(⃗、]$$⃗、á⃗ 

位移、速度、加速度： 

3⃗、F⃗、T⃗ 

力矩：_$$⃗ = W⃗ × ^⃗ 力：^⃗ 

角动量：l$⃗ = W⃗ × k⃗ 

定轴角动量：l = v] 

动量：k⃗ 

直线运动动量：k = ZF 

角动量定理：_$$⃗ = 5M?⃗
57 

定轴转动时：_ = vá 

动量定理：^⃗ = 5>⃗
57  

直线运动时：^ = ZT 

转动动能：iH =
&
* v]

* 平动动能：iH =
&
*ZF

* 

我们在记忆的时候利用此类比规律便可以由之前学的平动情形下的物理学知识很轻松地记住转动情

形下的物理学方程，大大降低了学习的复杂度。 

 

例 23、（2020 清华强基）半径为W、质量为Z的圆盘可绕垂直于自身的对称轴无摩擦旋转，初始时角

速度为]、半径为\、质量为_的圆盘可绕垂直于自身的对称轴无摩擦旋转，现移动转轴使得该圆盘与

正在转动的圆盘边沿相接触而产生摩擦，则最终两圆盘的角速度与摩擦生热分别为？ 

分析与解：设切向的摩擦力为 f，则： 

1\∆G =
1
2_\

*∆]，1W∆G =
1
2ZW

*∆]3 

由此可得： 
∆]
∆]3

=
ZW
_\ 

最终摩擦达到稳定状态，有： 

]3 ∙ W = ]末 ∙ \ 

于是即可得到稳定状态]3与]末之间的关系： 

] − ]末
]3

=
ZW
_\ 

联立即可得到： 

]末 =
_]

_ +Z，]O =
_\]

(_ +Z)W 

摩擦生热便可以用初末能量相减得到： 
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/ =
1
2 ∙
1
2_\

*]* − (
1
2 ∙
1
2ZW

*]3* +
1
2 ∙
1
2_\

*]
末
* ) =

_Z]*\*
4(_ +Z) 

例 24、（2020清华强基）粗糙地面上，某时刻乒乓球的运动状态如图所示，经过一段时间后，某一瞬

间乒乓球的运动情况是（ABCD） 

 

A、可能静止 

B、可能向右无滑动滚动 

C、可能向左无滑动滚动 

D、可能向右平动不转动 

分析与解：抓住关键词，是某一瞬间，剩下的其实非常简单，用质心的角动量定理和整体的牛顿第二

定律稍加判断就可以了。 

 

例 25、（2021 清华强基改编）如图所示，粗糙平面上有一个均匀圆柱形线轴，线轴内外半径之比为

W内：W外 = 3：4。外力 F始终沿着内径某点的切向拉动线轴，但作用点对应的方位角(可灵活变化。

下列说法正确的是（ABD） 

 

A、可适当选取 F的大小方向使线轴纯滚 

B、可适当选取 F的大小方向使线轴静止 

C、若( = 30°，则线轴可能静止 

D、若( = 30°，则线轴可能纯滚 

分析与解：设线轴逆时针旋转的角加速度为á，线轴向左的加速度为T，由线轴底端受地面的摩擦力1

向左。同样是列牛顿第二定律方程以及转动方程： 

1 − ^ cos ( = ZT 

^W − 1\ = vá 
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（1）若静止，á = 0，T = 0，带入即得： 

W = \ cos ( 

确实可以选取合适的角度满足此关系式。 

（2）若纯滚，则由前述规定的á与T的正方向，有纯滚条件： 

T = á\ 

解得纯滚时需满足： 

^ =
(v + Z\*)á
W − \ cos (  

当W = \ cos (时，易知不能取到合适的^使得线轴纯滚。 

因此除了 C选项，其余均可满足。 

 

7.4、刚体的平面平行运动 

（1）刚体的平面平行运动指的是刚体内各点均与某一固定平面的距离保持不变的运动，以质心系为

参考系，刚体上某点的运动可以分解为随着质心的平动和绕着质心的转动： 

F⃗ = F8$$$$⃗ + ]$$⃗ × W!$$$⃗  

其中F⃗是该点在地面系中的绝对速度，F8$$$$⃗是刚体的质心速度，]$$⃗是刚体在质心系中的转动角速度，W!$$$⃗是

该点相对质心的位矢。 

（2）我们之前学习的质心运动定理和质心角动量定理为： 

^合外$$$$$$$$$⃗ = Z总T8$$$$⃗  

_8= = v8=á 

其中^合外$$$$$$$$$⃗是刚体所受到的合外力，Z总是刚体的总质量，T8$$$$⃗是刚体质心的加速度。_8=和v8=分别是刚

体相对质心系中过质心'点的瞬时固定转轴ã的力矩和转动惯量，á是刚体相对此轴的角加速度。 

（3）刚体动能：根据柯尼希定理，系统的动能等于质心动能加上相对质心的动能。 

iH =
1
2ZF8

* +
1
2 v]

* 

应用此公式即可非常便捷地求出地面系中刚体运动的总动能，方便后续求解地面系中刚体的动能定

理。 
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例 26、（2022清华强基）一根质量均匀的细杆一端铰接于地面，初始时竖直方向。细杆受到微扰后在

竖直平面内倒下，假设此后全过程无机械能损失，则在这个过程中，杆内部（D） 

 
A、切向力最大离上端 1/3处 

B、切向力最大离下端 1/3处 

C、无切向力 

D、内部传递力矩最大离上端 1/3处（内部传递力矩的参考点默认为铰接处） 

E、内部传递力矩最大离下端 1/3处 

分析与解：这个题目是一个典型的刚体题目，列转动定理以及机械能守恒即可求解。设转过夹角为(。；

利用杆相对于一端转动惯量v = &
KZS

*，由机械能守恒： 

ZJ
S
2 (1 − cos () =

1
2 v]

* 

即得： 

] = }3J(1 − cos ()
S =

d(
dG  

考察离下端距离3S处的力矩 M，对下段杆列转动定理： 

3ZJ ∙
3S
2 sin ( + _ =

1
33Z ∙ (3S)*

d]
dG  

其中： 

d]
dG =

}3J
S ∙

1
2 ∙

1
√1 − cos (

sin ( ∙
d(
dG =

3J sin (
2S  

解得内部传递力矩_： 

_ =
1
2ZJS sin ( ∙ (3

K − 3*) 

利用导数法即可得到极值处为： 

3 =
2
3 

同理可以算出切向力^： 

^ =
_
3S =

1
2ZJ sin ( ∙ (3

* − 3) 

最大切向力在杆中点处。故选 D  
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例 27、（2022清华强基）一根质量均匀的细杆斜靠在墙上，所有表面均光滑。初始时杆与竖直墙面夹

角为30°，在杆滑下的过程中，左侧墙对杆的作用力（D） 

 

A、先增大后减小至 0 

B、先增大后减小，但不会减为 0 

C、一直增大 

D、一直减小 

分析与解：设杆的质量为Z，长度为S。假设某一时刻左侧墙面与杆之间的夹角为(，杆质心的水平方

向和竖直方向的速度分别为F8#、F8<，杆相对于质心转动角速度] = 50
57。则由几何关系知： 

F8# =
d(12 S sin ()

dG =
1
2 S cos ( ∙ ]，F8< = −

d å12 S cos (ç
dG =

1
2 S sin ( ∙ ] 

利用柯尼希定理，由杆整体的动能定理可得到： 

ZJ
S
2 (cos 30° − cos () =

1
2ZéF8#

* + F8<* è +
1
2 ∙

1
12ZS

*]* =
1
6ZS

*]* 

此处质心速度也可以直接由几何关系得到为F8# = ÇF8#* + F8<* = G
* (̇，因此解得： 

] = }3J
S (

√3
2 − cos ()，F8# =

O3JS
2

}cos* ( (
√3
2 − cos () 

再由质心运动定理可知左侧墙面的作用力`满足： 

` = ZT8# = Z
O3JS
2 ∙

1
2

1

}cos* ( ë√32 − cos (í

∙ 3 sin ( cos ( ëcos ( −
√3
3 í ∙ ]

=
9ZJ
4 ∙ sin ( ëcos ( −

√3
3 í 

利用求极值法求出`关于(的导数： 

d`
d( =

9ZJ
4 (2 cos* ( −

√3
3 cos ( − 1) 

由于( ∈ [30°, 90°]，解得5J
50 ≤ 0恒成立，且当( = arccos √KK时，左侧墙面的作用力`减小至 0。因此

左侧墙面的作用力`会一直减小至 0，故选 D  
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8、机械振动 

8.1、简谐振动 

简谐振动的运动方程可以写成三角函数的形式： 

3 = ! cos(]G + f) 

其中，!为振幅，]为圆频率，f为初相位，]G + f为G时刻的相位，振动周期[ = *Q
R。对简谐振动的位

移方程求导便可以得到速度和加速度表达式： 

F =
ä3
äG = 3̇ = −]!Kó?(]G + f) 

T =
äF
äG = 3̈ = −]*!ô{K(]G + f) 

其中3头上打一点代表3对时间求一次导数，这种记号在运动学中经常会用到。通过观察容易发现： 

3̈ + ]*3 = 0 

这就是简谐振动的微分方程，对应的解即为简谐运动的运动方程3 = !ô{K(]G + f)，平衡位置为： 

3 = 0 

8.2、简谐振动的判别方式 

（1）受力法 

1）如果质点在运动中所受的合外力是一个简谐力： 

^ = −t3 

即，合外力的大小与位移成正比，方向与位移方向相反，那么我们称这个质点的运动是简谐振动。我

们假设Z为质点质量，利用牛顿第二定律可以得到： 

^ = −t3 = Z3̈ 

化简得简谐振动的微分方程： 

3̈ +
t
Z 3 = 0 

对应简谐振动的平衡位置为3 = 0，圆频率为] = ÇH
: 

2）如果质点在运动中所受的合外力形式为： 

^ = −t3 + ö = −t õ3 −
ö
tú 

则此时质点做简谐振动的大体规律并没有变化，只是平衡位置变为3 = '
H，圆频率仍为] = ÇH

: 

（2）能量法 

如果质量为Z，速度为F的物体在运动过程中具有形式为&
* t3

*的势能，则根据能量守恒有： 

1
2 t3

* +
1
2ZF

* = i = '{?KG 
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其中，i为总能量，考虑到F = 3̇，将上式对G求导得到： 

t33̇ + Z3̇3̈ = 0 

整理得到： 

3̈ +
t
Z 3 = 0 

此即简谐振动的微分方程，所以可以得到物体做以3 = 0为平衡位置的简谐振动，圆频率为] = ÇH
: 

 

例 28、如图，设想在地球表面的 A、B两地之间开凿一直通隧道，在 A处放置一小球，小球在地球

引力的作用下从静止开始在隧道内运动，忽略一切摩擦阻力。试求小球的最大速度以及小球从 A 到

B所需时间。已知地球半径为\，地球表面的重力加速度为J，A和 B之间的直线距离为l，地球内部

质量密度设为均匀，不考虑地球自转。 

分析与解：这个直接就是利用球壳对内部万有引力为 0的结论，直接受力法

即可。 

设小球在图示位置距离地心为W，小球质量为Z，则此时小球只受到半径为W

的球体对其的万有引力： 

^ =
yZ_ ∙ W

K

\K
W* = y_Z ∙

W
\K 

万有引力沿着隧道方向的分量为： 

^ = −y_Z ∙
3
\K = −

ZJ
\ 3 = −t3 

可以看出刚好为一个回复力，因此周期为： 

[ =
2j
] = 2jÇ

Z
t = 2j}

\
J 

即小球从 A到 B所需时间为周期的一半： 

G =
[
2 = j}

\
J 

最大速度为： 

F: = ]! = Ç
J
\ ∙

l
2 =

l
2Ç

J
\ 
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例 29、半径为W，质量为Z的匀质球，可以在半径为\的碗内做无滑动的滚动，求匀质球在碗内做小角

度振动时的周期。 

分析与解：这题非常经典，一定要注意碗内的纯滚条件的变动，要理解纯滚条件的本质是小球与碗接

触点瞬时速度为 0这一特点。依然使用能量法即可。 

设碗圆心与球心连线从竖直平衡位置转过的角度为(，匀质球转动的角速度为]，则有纯滚条件： 

(̇(\ − W) = ]W 

即得： 

] =
\ − W
W (̇ 

再由柯尼希定理可知小球的动能为： 

iH =
1
2Z(̇

*(\ − W)* +
1
2 ∙
2
5ZW

*]* =
7
10Z(\ − W)

* ∙ (̇* 

小球的重力势能以平衡位置为零，可以得到(处的重力势能为： 

i> = ZJ(\ − W)(1 − cos () 

当(很小时，利用小量近似： 

1 − cos ( = 1 − õ1 − 2 sin*
(
2ú = 2 sin*

(
2 =

(*
2  

则有： 

i> =
1
2ZJ(\ − W) ∙ (

* 

所以写出总能量： 

i = iH + i> =
7
10Z(\ − W)

* ∙ (̇* +
1
2ZJ(\ − W) ∙ (

* = '{?KG 

两边对时间求导并化简： 

(̈ +
5J

7(\ − W) ( = 0 

因此得到周期为： 

[ = 2j}
7(\ − W)
5J  
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例 30、（2021清华强基）劲度系数为t = 60`/Z的弹性绳牵着一个质量Z = 0.2tJ的匀质圆柱体（圆

柱体转动惯量v = &
*Z\

*），该柱体可以在倾角( = 30°的斜面上做纯滚动，在圆柱体的平衡位置附近，

圆柱体受到微扰的振动周期（A） 

 

A、0.222K 

B、0.555K 

C、0.689K 

D、0.314K 

E、0.444K 

分析与解：以质心处在的平衡位置为原点，沿着斜面向下建立3轴正方向。绳子伸长速度为圆柱体上

与绳子接触点的速度，而圆柱体上与绳子接触点的速度由相对速度关系： 

F = 3̇ + 3̇ = 23̇ 

因此质心向下运动位移3对应绳子伸长23。那么假设质心向下运动3，且假设此时圆柱体与斜面之间

的摩擦力沿斜面向上为1，我们有质心运动定律： 

ZJ sin 30° − 2t(3 + 3%) − 1 = Z3̈ 

再假设圆柱体逆时针的角加速度为á，列出质心系的角动量定理： 

1\ − 2t(3 + 3%) ∙ \ =
1
2Z\

* ∙ á 

再加上纯滚条件： 

3̈ = T = á\ 

联立即可得到简谐振动的微分方程： 

3̈ +
8t
3Z (3 + 3%) =

J
3 

可以看出来，平衡位置就要求
SH
K: 3% =

T
K，因此： 

3̈ +
8t
3Z 3 = 0 

周期： 

[ = 2j}
3Z
8t = 0.222K 
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8.3、不完整振动 

不完整振动是一种常见的振动问题，其特征在于振动从中间某一位置开始而并非从振幅或者平衡位置

开始。在求解过程中，首先我们需要确定三大特殊位置：平衡位置、原长位置、振幅位置这三个特征

位置。平衡位置可以作为一个标准参考，以确定物体运动的简谐振动的位移量；原长位置可以让我们

清楚地知晓物体在运动过程中每个位置受到的弹力大小；我们可以通过简谐振动的总机械能求出振幅

大小，进而求出振幅位置。振幅位置则可以清晰地表示物体的运动范围。 

通常，我们以平衡位置为简谐振动坐标原点，则对3处、运动速度为F、质量为Z的物体，有： 

i机 =
1
2t3

* +
1
2ZF

* =
1
2t!

* =
1
2ZF:

*  

这里!表示简谐振动的振幅大小，F:表示简谐运动过程中最大速度。 

 

例 31、（2021清华强基）如图所示，弹簧与 A粘连，物体 AB之间不粘连，Z2 = 100J，Z4 = 60J，J =

10Z/K*，t = 4`/Z。则下列说法正确的是（CD） 

 

A、将弹簧由平衡位置移至比原长短20ôZ，则之后运动过程中 B可脱离 A 

B、将弹簧由平衡位置移至比原长短20ôZ，A、B共同运动的最大速度满足h:(# ≥ 120ôZ/K 

C、将弹簧由平衡位置移至比原长长20ôZ，则之后运动过程中 B可脱离 A 

D、将 B 从比 A 高5ôZ处下落与平衡态的 A 发生完全非弹性碰撞，之后的运动过程中，B 的速度能

达40ôZ/K 

分析与解：这道题我们先研究物体 AB共同运动的情况：当物体 AB共同运动时，其平衡位置相对原

长位置缩短： 

3% =
(Z2 +Z4)J

t = 40ôZ 

A、B 选项研究的是“将弹簧由平衡位置移至比原长短20ôZ”，因此静止释放位置位于平衡位置上方

20ôZ处，也就是说振幅为! = 20ôZ。由于在振动范围内，弹簧一直属于压缩状态，若物体 AB脱离，

物体 A的加速度不可能向下大于J，因此与脱离矛盾，故 A错。运动过程中最大速度： 

F: = ]! = }
t

Z2 +Z4
∙ ! = 100ôZ/K 

公
众
号
：
清
北
物
理
竞
赛



故 B错。C选项将弹簧由平衡位置移至比原长长20ôZ，此时弹簧可能伸长，物体 A的加速度可以向

下大于J，因此与脱离符合，故 C对。D选项先是物体 B自由落体，碰撞到物体 A，接着一同运动。

物体 B自由落体有：F4 = O2Jℎ = 1Z/K。与 A发生碰撞有动量守恒： 

F% =
Z4 ∙ F4
Z2 +Z4

=
3
8Z/K 

它们碰撞瞬间位于的位置相对于原长缩短：3& =
:#T
H = 25ôZ。因而碰撞瞬间位置在物体 AB 共同运

动的平衡位置上方：∆3 = 3% − 3& = 15ôZ。那么运动过程中最大速度满足： 

1
2 (Z2 +Z4)F:* =

1
2 (Z2 +Z4)F%* +

1
2t∆3

* 

因此得到： 

F: = }F%* +
t∆3*

Z2 +Z4
=
3√5
8 Z/K 

故 D正确。 

 

8.4、复摆 

（1）单摆在做小幅度摆动时为简谐振动，周期[ = 2jÇ G
T，这个可以和弹簧振子模型一样类比推出。 

（2）复摆描述的是一个刚体绕某一固定轴做摆动，为了研究其如何做简谐振动，我们利用受力法去

求解：假设质量为Z的刚体相对于质心的转动惯量为vA，刚体质心到固定转动轴

Ü的距离为WA，那么利用平行轴定理可知刚体相对于固定转动轴Ü的转动惯量为： 

v9 = vA +ZWA* 

那么在图示位置，利用小量近似可知，刚体所受的回复力矩为： 

_ = −ZJWA sin ( = −ZJWA ∙ ( 

因此结合固定转轴Ü的角动量定理： 

_ = v9(̈ 

便可以得到复摆的简谐振动方程： 

(̈ +
ZJWA

vA +ZWA*
( = 0 

即简谐振动的圆频率为： 

] = }
ZJWA

vA +ZWA*
 

这样我们便可以求解复摆的所有运动特征值以及运动方程。 
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9、波 

9.1、行波 

行波是由波源开始振动，并将振动状态不断向外传播而产生。以一维平面简谐波为例，假设行波在G

时刻运动到3位置处，则沿着3轴正方向的行波的运动方程可以描述为： 

0 = ! cos ù](G −
3
F)û = ! cos(]G − t3) 

G时刻运动到3位置处的行波的振动状态是由(G − #
U)时刻，3 = 0处的波源振动状态传播而来。t被定义

为波数，大小为： 

t =
]
F =

2j
F ∙ [ =

2j
g  

同理可知沿着3轴负方向的行波的运动方程可以描述为： 

0 = ! cos ù](G +
3
F)û = ! cos(]G + t3) 

9.2、驻波 

两列反向传播的振幅相同、频率相同的波叠加时，形成驻波。驻波的

特点是静止不动的波节和振幅最大的波腹相间，但波形不向任何方向

移动，与波形向前传播的行波不同。设一列波沿3轴正方向传播，另－

列波沿3轴负方向传播。选取共同的坐标原点和计时起点，波函数分别

写为： 

0& = !cos(]G − t3) 

0* = !cos(]G + t3) 

在两波相遇时。各质元的合位移应为： 

0 = 0& + 0* = 2!cos(t3)cos(]G) 

这就是驻波方程。 

（1）驻波方程由两简谐因子组成。只与位置有关的因子称为振幅因子。只与时间有关的因子，称为

简谐振动因子。前者与位置3有关，与时间无关；后者与时间有关，与位置无关。因此，驻波波线上

各质量元均以同一频率作简谐振动，但不同质元的振幅随位置3做周期性变化。与驻波不同，对于一

组简谐行波，波线上每个质量元都以相同的振动频率、相同的振幅作简谐振动。 

（2）波腹与波节 

波腹：驻波中振幅达最大值2!的质元，波腹位置为： 

3 =
?j
t =

?g
2 ，? = 0，± 1，± 2，… 

波节：驻波中振幅为零的质元，位于波节处的质元静止不动，波节位置为： 
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3 =
?j + j2
t = õ? +

1
2ú
g
2，? = 0，± 1，± 2，… 

 

例 32、（2020清华强基）波长为10Z、振幅为1ôZ、波速为1Z/K的两列完全相同的平面简谐波在 P点

相遇，已知 P到第一个波源;&的距离为15Z。P到第二个波源;*的距离为35Z。则 P作简谐振动的振

幅和周期为（D） 

A、1ôZ、10K 

B、2ôZ、5K 

С、0、0 

D、2ôZ、10K 

分析与解：由于两列波完全相同，且相交点 P点与波源;&和;*之间的距离差为20Z，是波长10Z的整

数倍，因此在 P点波峰遇波峰，相干增强。所以振幅变为2ôZ，周期仍为之前波的周期[ = V
U = 10K。 

 

9.3、多普勒效应 

多普勒效应指的是由于波源或观察者相对介质运动而导致观察者所接收频率改变的现象。设波源、观

察者以及它们的运动方向在同一直线上，并设观察者相对介质速度记为F，指向波源为正；波源相对

于介质的速度记为Y，指向观察者为正；介质中的波速为h（在各向同性介质中，h为恒量）。 

 

1! =
h + F
h − Y 1 

其中1!为波源或观察者相对介质运动而导致观察者所接收的频率，1为波源在静止时发射波的频率。

且若观察者或波源运动速度不沿着两者连线方向，则将两者速度沿连线方向投影分量带入表达式即

可。  
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例 33、飞机在空中以速度F = 200Z/K水平飞行，发出频率为1%的声波。当飞机越过静止在地面上观

察者的正上方时，观察者在4K内测出的频率从1& = 2400°ã降为1* = 1600°ã。已知声波在空气中速

度为h = 330Z/K。试求飞机的飞行高度。 

分析与解：由多普勒效应公式可知： 

1& =
h

h − F cos (&
1% 

其中1%是飞机不动时自身发出的声波频率。当飞机恰好在观察者头顶时，此刻观察者接收到的声波是

由∆G&时间之前的飞机发出，现在我们用∆G&来表示cos (&。于是可得： 

cos (& =
F∆G&
h∆G&

=
F
h 

联立即得： 

1% = 1&
h*

h* − F* = 1518.46°ã 

可以看出1* > 1%，因此人在4K后接收到的声波其实是飞机在观察者头顶左侧距离F∆G*发出的，因此有

关系： 

Oℎ* + (F∆G*)* = h(4 + ∆G*) 

再由几何关系，结合多普勒效应公式： 

cos (* =
F∆G*

h(4 + ∆G*)
 

1* =
h

h − F cos (*
1% 

联立即解得： 

cos (* =
h
F ∙
1* − 1%
1*

= 0.084 

∆G* =
4h cos (
F − h cos ( = 0.644K 

最后带入到上方关于ℎ的几何关系式中，得到飞机的飞行高度： 

ℎ = Oh*(4 + ∆G*)* − (F∆G*)* = 1527.10Z 
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二、电学篇 

1、静电场 

1.1、电通量与高斯定理 

（1）电通量定义为穿过某一截面的电场线条数，即： 

d¢ = i$⃗ ⋅ d;⃗ 

其中i$⃗为面元所处位置的电场强度，d;⃗的大小用来表述面元的面积大小，方向沿着面元的法线方

向。电通量的点乘形式即代表只有垂直穿过面元的电场线才会导致有电通量。 

（2）高斯定理：静电场中穿过任一闭合曲面的电通量等于曲面内总（净）电荷量除以§%，与面外电

荷分布无关，即： 

¢ =•i$⃗ ⋅ d;⃗ =
∑¶;
§%

 

其中两个积分号指的是对二维面元进行积分，中间再画一个圈指的是闭合曲面积分。要注意的是高

斯定理等式右边¶;需要根据正负电荷的种类而带入正负号。 

 

例 1、利用高斯定理求无限长均匀带电直导线在距离为W处产生的电场强度，导线带电线密度为g 

分析与解：取一个以长直导线为轴，半径为W、高为ℎ的圆柱面，则由库仑定律以及镜面对称性可知

空间中的电场都是以导线为轴辐射状径向向外的。再由空间的平移对称性以及旋转对称性可知，圆

柱侧面的i$⃗与d;⃗处处垂直且圆柱侧面上的电场强度大小处处相等。而圆柱上下表面处i$⃗与d;⃗始终平

行。因此有高斯定理： 

¢ = ¢侧 + ¢底 = 2jWℎ ∙ i =
gℎ
§%

 

直接得到： 

i =
g

2j§%W
 

i$⃗方向以导线为轴辐射状径向向外。 

 

例 2、求电荷面密度为ß无穷大平面在距离平面为W处产生的电场强度。 

分析与解：与前一题同理，取一个侧面与无穷大平面垂直、上下底面与平面距离相等、且上下底面

面积为;的圆柱面，首先由旋转对称性知无穷大平面上方空间的电场竖直向上，下方空间电场竖直向

下。由平移对称性知，上下底面的电场大小一致，均与底面垂直，而电场与圆柱侧面处处平行，因

而有高斯定理： 

¢ = ¢侧 + ¢底 = 2i; =
ß;
§%
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于是得： 

i =
ß
2§%

 

i$⃗方向在无穷大平面上方空间的电场竖直向上，下方空间电场竖直向下，且从表达式可以看出上下

空间均为匀强电场。 

 

例 3、（2020清华强基）空间有一个半径为\、带电量为/的导体球壳，壳外充满着带电物质，如果

使壳外各处的场强的大小均相等，则距球心W处带电物质的电荷体密度X应为（B） 

A、X = W
1QX!3 

B、X = W
*QX!3 

C、X = W
QX!3 

D、以上都不対 

分析与解：利用高斯定理，分析半径为W（W > \）和半径为W + dW的高斯面，假设半径为W的高斯面

内的总电荷量为¶，设壳外各处场强大小均为i，则有高斯定理： 

i ∙ 4jW* =
¶
§%

 

i ∙ 4j(W + dW)* =
¶ + d¶
§%

 

这里d¶指的位于半径为W和半径为W + dW之间的球壳层所包含的电荷量，满足关系： 

d¶ = 4jW*dW ∙ X 

联立上式即可解得： 

X =
2§%i
W  

再利用半径为\处的电场强度也为i，故有： 

i =
/

4j§%\*
 

即得： 

X =
/

2j\*W 

故选 B 
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1.2、电势与电势能 

（1）首先是带电量为¶的点电荷在距离为W处产生的电势公式： 

® =
¶

4j§%W
 

均匀带电球体或球壳，在其球外空间中产生的电势与点电荷产生的电势形式一致。对于半径为\、带

电量为¶的均匀带电球壳，由于球壳内部无电场，因此球壳为一个等势体，因而得到均匀带电球壳电

势表达式： 

® =
¶

4j§%W
，(W > \) 

® =
¶

4j§%\
，(W ≤ \) 

对于半径为\、带电量为¶的均匀带电球体，由于球体内部半径为W处电场只由内部分半径为W的带电

球体产生，而半径W到\的球壳对该点不产生电场，因而得到球体内部电场强度表达式： 

i =
¶ W

K

\K
4j§%W*

=
¶W

4j§%\K
 

积分便可以得到均匀带电球体电势表达式： 

® =
¶

4j§%W
，(W > \) 

® =
¶

4j§%\
+ <

¶W
4j§%\K

dW
X

3
=
¶ ∙ (3\* − W*)

8j§%\K
，(W ≤ \) 

（2）对于带电量为¶的点电荷在电场中的电势能，我们求出点电荷所处位置的电势®，则点电荷电势

能可以表达为： 

i> = ¶® 

但对考察带电粒子体系整体的电势能我们需要特别注意，带电粒子体系具有的电势能可以表述为： 

i>总 =
1
2|¶;®;

;
 

其中¶;为体系中第ó个点电荷的带电量，®;为空间中除去点电荷¶;，其余所有电荷在¶;位置处产生的

电势。式中
&
*系数其实是代表一个求平均的过程，例如我们考虑两个相距为W的点电荷¶&和¶*，如果

单独求其中任意一个点电荷的电势能，我们都可以得到i> =
Y$Y!
1QZ%3

。但是这个电势能指的其实不仅仅

是某个电荷单独具有的电势能，而是该点电荷在另一个点电荷产生的电场作用下所具有的电势能。

因此点电荷的电势能其实描述的还是电荷系统共同具有的电势能，这里我们利用带电粒子体系的电

势能公式依然可以求得i> =
Y$Y!
1QZ%3

，与直接写出的点电荷电势能公式等价。 
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例 4、（2021清华强基）均匀带电的球体电荷量为/，半径为\，则带电球体整体的静电势能i>为? 

分析与解：利用带电粒子体系具有的电势能公式： 

i>总 =
1
2|¶;®;

;
 

结合均匀带电球体电势表达式： 

® =
/ ∙ (3\* − W*)

8j§%\K
，(W ≤ \) 

取W到W + dW处的薄球壳层，他们的电势一致，于是有： 

i> =
1
2< 4jW*dW ∙

/
4
3j\

K
∙

X

%

/ ∙ (3\* − W*)
8j§%\K

= <
3/*W*(3\* − W*)

16j§%\[
äW

X

%
=

3/*
16j§%\[

õ3\* ∙
1
3\

K −
1
5\

\ú

=
3/*

20j§% ∙ \
 

 

1.3、静电平衡 

（1）静电平衡是指导体中的电荷处于稳定状态。 

（2）导体处于静电平衡时，满足以下几条法则：1）静电平衡时导体内部电场强度处处为0，且导体

内部无电荷，导体电荷只能存在于导体表面。这是因为导体内部有许多自由电荷，若静电平衡时导体

内部有电场，则自由电荷会在电场的作用下定向移动形成电流，与静电平衡相违背，因此静电平衡时

导体内部电场强度处处为0。再由高斯定理可知，在导体内部任意点附近处做一个非常小的高斯球面，

由于导体内部电场强度处处为0，则这个小高斯球面的电通量必为零，这个小高斯球面内的电荷为零。

由于这个小高斯球面是任意取的，因此得证导体内部无电荷，导体电荷只能存在于导体表面。2）静

电平衡时导体为等势体，且导体表面电场线处处与导体表面垂直。若导体不为等势体，那么导体表面

必存在电势不同的两点，那么自由电荷（带负电）必然会从电势低的地方定向地流向电势高的地方，

与静电平衡相违背，因此静电平衡时导体为等势体。若导体表面电场线在某处与导体表面不垂直，那

么该点电场必然有沿着导体表面的分量，从而在导体表面形成电势差，这与导体为等势体矛盾，因此

导体表面电场线处处与导体表面垂直。3）静电平衡时，空腔导体如果内部无自由电荷，则空腔内壁

无电荷。在空腔导体内部取一个完整包含空腔的高斯面，由于高斯面位于导体内部，所以电通量恒为

零，高斯面内包含的总电荷量恒为零。因此静电平衡时空腔导体如果内部无自由电荷，则空腔内壁无

电荷。4）静电平衡时，若空腔导体不接地时，则内部电荷会影响外部电场，而外部电场不影响内部

电场分布；若空腔导体接地，则内外电场互相之间不影响。首先来证明空腔导体不接地的情况，依然

在空腔导体内部取一个完整包含空腔的高斯面，高斯面内包含的总电荷量恒为零，即空腔内部电荷量

与空腔导体内表面分布电荷量的总和为零。若空腔内部电荷量发生变化，空腔导体内表面分布电荷量

随之发生改变，再由导体不接地，空腔导体内表面与外表面的电量总和不变，因此空腔导体外表面的
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电荷量也会随之发生变化，进而影响到外部电场。而外部电场不影响空腔导体内部电场分布可以这样

理解：同一个导体无论是否具有空腔，外电场的变化仅仅会让导体外表面的电荷分布发生移动从而使

得整个导体再次静电平衡，并不影响内部电场分布。而如果空腔导体接地，意味着空腔导体的外表面

可以自由地与大地交换电荷，那么前述内部电荷的变化导致的空腔导体外表面电荷量的变化便可以通

过与大地交换电荷而被抹去影响，外电场依然保持原来的状态而不变。 

 

例 5、（2020 清华强基）将一个金属导体放入匀强电场i当中，则导体内部一点 P 的电荷和电场情况

为（A） 

A、不带电，电场场强为0 

B、带电，电场场强为0 

C、不带电，电场场强为i 

D、带电，电场场强为i 

分析与解：由静电平衡的特点知，不带电，电场强度为0，选 A 

 

例 6、（2020清华强基）一个半径为\的导体球带电量为/，另一个半径为\/2的导体球带电量也为/，

则两者接触后的带电情况为（B） 

A、两者带电量不变 

B、大球带电量多于小球带电量 

C、大球带电量少于小球带电量 

D、无法判断 

分析与解：这道题近似地分析一下即可。半径为\的导体球带电量为/对自己产生的电势等于导体球

球心电势： 

®& =
/

4j§%\
 

另一个半径为\/2的导体球带电量也为/对自己产生的电势也等于导体球球心电势： 

®* =
2/

4j§%\
 

因此®& < ®*，正电荷会从高电势流向低点势，因此正电荷会从小球流向大球，即最后大球带电量多

于小球带电量。 
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例 7、（2023年清华强基）如图所示，两个同心球壳半径分别为\与W，均接地。现在在两层球壳之间

距球心为S处放置一点电荷¶，求两球面上的感应电荷量各自为多少？ 

分析与解：由于内球接地，因此球心 O处电势为零，假设内球壳带电量为/&，

外球壳带电量为/*，则有球心 O处电势： 

®] =
1

4j§%
õ
/&
W +

¶
S +

/*
\ ú = 0 

再在外球壳导体的内部做一个高斯球面，因为外球壳接地，这个高斯面内的电

场与外电场互不影响，而外空间没有电场分布，因此外球壳的外表面没有电

荷，外球壳的所有电荷/*均分布在其内表面，因此有高斯定理： 

/& + ¶ + /* = 0 

联立即得： 

/& = −
W
S ∙
\ − S
\ − W ¶ 

/* = −
\
S ∙

S − W
\ − W ¶ 

 

1.4、电像法 

（1）静电场的唯一性定理：在一个空间内，导体的带电量或者电势给定以后，空间电场分布恒定且

唯一。这个定理应用在理解电像法的过程中具有一定的作用。 

（2）典型的电像法分为两类，一类是无限大接地导体平板的电像法，一类是带电导体球的电像法。 

1）无限大接地导体平板的电像法：考虑一竖直放置的无限大接地导体平板，右侧放置一带电量为+¶

的点电荷，试问空间中 P点的电场强度和电势为多少。带着这个问题，我们去思考一下空间中电场以

及电势的分布。由于无限大导体平板接地，因此平板平面均为零势，

且导体板表面电场强度处处与平板垂直。这与我们熟知的一对电荷

量相等的正负电荷的电场分布极其类似，如图所示，若将+¶的点电

荷以平板为镜面对称放置一个负电荷−¶，若单独只看这一对正负电

荷，则在平板的中垂面上也会是零势以及电场强度也会处处与该中

垂面垂直。因此由静电场的唯一性定理可知，无限大接地导体平板

与+¶点电荷构成的系统与+¶点电荷与镜像对称的−¶点电荷构成的

系统在中垂面上电势、电场强度均相等，因此可以判断两者全空间的电场强度分布一致，可以用等效

模型去分析 P点的电场强度和电势。 
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2）带电导体球的电像法：首先考虑一接地导体球，右侧放置一带电量为¶的点电荷，试问外空间中

的电场如何分布。依据电像法的精髓，我们假设点电荷¶与导体构成的系统也可以用点电荷¶与点电

荷¶!构成的系统进行等效。由于导体接地，我们只需要点电荷¶与

点电荷¶!构成的等效系统在球面上产生的电势处处为零即可。那

么由几何学的结论便可得到，如图所示，只需要将等效点电荷¶!

放置在点电荷¶与球心 O点连线上距离 O点3处，等效后的系统

与原系统即可完全等价。且有如下关系： 

¶! = −
\
ä ¶ 

3 =
\
ä \ =

\*
ä  

这两个公式也非常好去理解，首先¶!与¶的正负号肯定是相反的，因为由电荷之间的异性相吸的规律

知道反向电荷会由于静电感应的作用而靠近¶而形成等效电荷¶!。其次要知道¶!位于球内，即3 <

\，那么由已知量凑出一个小于1的无量纲数乘以\便可以得到3，易知这个无量纲的比例系数只能是
X
^，同时这个比例系数还是¶

!/¶的绝对值。 

同理，我们还可以考虑不接地、原带电量为/的导体球的电像法。首先如前所述放置等效电荷¶!在距

球心3处，大小和前述一致，此时会发现点电荷¶与点电荷¶!共同对球面上产生的电势均为零。不接

地导体是一个等势体没错，但不是零势，且从电荷守恒的角度去

看我们还需要在球内放置一个/ − ¶!的等效点电荷才能保证等效

系统与原系统的导体球电荷总量一致。放置/ − ¶!的等效点电荷

还需保证对球面上任何一点产生的电势都相等，那么这个等效电

荷必须放在球心处，因此等效系统如图所示：放置等效点电荷¶!

在距球心3处，在球心位置放置/ − ¶!的等效点电荷。等效量满足

的关系与前述公式一致。 

 

例 8、如图所示，一很大的接地导体，具有两个相互垂直的表面。位于坐标(3%，0%)处有一点电荷¶，

求¶所受到的库仑力。 

分析与解：这是一个双镜面对称的题型，我们先按照单镜面对称的

电像法分别在第二象限、第四象限分别对称放置电荷量为−¶的等

效电荷，此时考虑3轴或0轴的电势会发现并不为零。那么我们只

需要在第三象限再对称地放置一个¶的等效电荷，即可保证两个接

地导体板均为零势，自此等效电荷系统完成。接下来计算3与0方
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向的分力： 

#̂ =
¶*
4j§%

[
1

4(3%* + 0%*)
∙

3%
O3%* + 0%*

−
1
43%*

] 

<̂ =
¶*
4j§%

[
1

4(3%* + 0%*)
∙

0%
O3%* + 0%*

−
1
40%*

] 

由此得解。 

 

1.5、带电平行导体板问题 

（1）带电平行导体板表面带电量问题：我们经常会遇到一类问题，即几块初始就携带不同电荷的平

行板以一定的间隔平行放置，接着要求出各极板两个表面分别带电量为多少。这种问题我们该如何去

理解并求解呢，这里教给大家一种非常好用的方法。下面我们举例来详细分析一番： 

如图所示，初始四个极板带电量分别为/&、/*、/K、/1，求各极板平行放置后左右表面分别带电量为

多少。遇到这种问题我们首先假设平衡后各极板表面带电量从左到右依此为¶&、¶*、¶K、¶1、¶\、¶[、

¶_、¶S，总共八个未知量。首先可以得到各极板的电荷量守恒方程： 

¶& + ¶* = /& 

¶K + ¶1 = /* 

¶\ + ¶[ = /K 

¶_ + ¶S = /1 

总共有八个未知量，现在只得到四个方程，那么还缺少四个方程便可求解。接下来我们利用在平行板

假设（平行板之间的间距远小于平行板的尺寸大小）下，带电平行板产生的电场都可以视作无穷大平

面产生的电场强度。因此假设极板的面积均为;，分别对1、2、3、4导体板的内部取点，这些点总电

场强度都为0得到余下四个方程： 
¶&
2§%;

=
¶* + ¶K + ¶1 + ¶\ + ¶[ + ¶_ + ¶S

2§%;
 

¶& + ¶* + ¶K
2§%;

=
¶1 + ¶\ + ¶[ + ¶_ + ¶S

2§%;
 

¶& + ¶* + ¶K + ¶1 + ¶\
2§%;

=
¶[ + ¶_ + ¶S

2§%;
 

¶& + ¶* + ¶K + ¶1 + ¶\ + ¶[ + ¶_
2§%;

=
¶S
2§%;

 

消去共同的乘数
&

*Z%L
，即可得到¶&、¶*、¶K、¶1、¶\、¶[、¶_、¶S剩下的四个关联方程。因而八个方程

八个未知量，所有未知量都可以解出。 

（2）带电平行导体板表面受力问题：紧接上文，若要求出带电平行导体板某一表面电荷受到的电场

力，该如何去分析与理解。例如，我们考察极板1的左侧表面电荷¶&受到的电场力大小。首先要知道
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的是，为了求出左侧表面电荷¶&受到的电场力大小，就必须得求出除了自身电荷以外的其他所有电荷，

在1极板左侧表面处产生的电场强度i!，再用 &̂ = ¶& ∙ i!得到即可。那么在上述模型中，有： 

i! =
¶* + ¶K + ¶1 + ¶\ + ¶[ + ¶_ + ¶S

2§%;
=

¶&
2§%;

 

将求解出的表达式带入即可得到带电平行导体板某一表面电荷受到的电场力。 

 

例 9、如图所示，三个电容器的电容分别为'&、'*、'K，初始时刻分别充电至电压h&、h*、hK。现将

其连接成一个回路，求达到稳定后各电容器上带电量。 

分析与解：设各极板带电量如图所示，则由电荷守恒方程： 

¶&! − ¶K! = '&h& − 'KhK 

−¶&! + ¶*! = −'&h& + '*h* 

−¶*! + ¶K! = −'*h* + 'KhK 

我们会发现，其实上面两个方程加起来再加一个负号就变成了第

三个方程，也就意味着三个方程中只有两个是独立的和有效的，因此我们还需要再找一个独立的方程，

由于导线将 A、B连接起来，因此有： 

®24 =
¶&!

'&
+
¶*!

'*
+
¶K!

'K
= 0 

联立三个独立的方程即可解得： 

¶&! = '&h& −
h& + h* + hK
1
'& +

1
'* +

1
'K

 

¶*! = '*h* −
h& + h* + hK
1
'& +

1
'* +

1
'K

 

¶K! = 'KhK −
h& + h* + hK
1
'& +

1
'* +

1
'K
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例 10、（2020 清华强基）三块金属导体板 A、B、C 依次平行放置，A 板与 B 板间距为ä，B 板与 C

板间距为2ä，现已知 B板带电为¶，A、C两板为电中性且以导线相连，则图中1 − 6号面带电情况为？ 

分析与解：假设六个面的电荷量为¶&、¶*、¶K、¶1、¶\、¶[，电荷量守恒： 

¶& + ¶* + ¶\ + ¶[ = 0 

¶K + ¶1 = ¶ 

三个极板导体内部电场强度为零： 

¶& = ¶* + ¶K + ¶1 + ¶\ + ¶[ 

¶& + ¶* + ¶K = ¶1 + ¶\ + ¶[ 

¶& + ¶* + ¶K + ¶1 + ¶\ = ¶[ 

AB与 BC极板间的电场强度公式： 

i24 =
¶& + ¶*
2§%;

−
¶K + ¶1 + ¶\ + ¶[

2§%;
 

i48 =
¶& + ¶* + ¶K + ¶1

2§%;
−
¶\ + ¶[
2§%;

 

A与 C板电势差为零： 

i24 ∙ ä + i48 ∙ 2ä = 0 

联立得到第六个方程： 

¶& + ¶* − (¶K + ¶1 + ¶\ + ¶[) + 2[¶& + ¶* + ¶K + ¶1 − (¶\ + ¶[)] = 0 

因此可以解得： 

¶& =
¶
2 

¶* = −
2¶
3  

¶K =
2¶
3  

¶1 =
¶
3 

¶\ = −
¶
3 

¶[ =
¶
2 
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例 11、（2021清华强基）两块面积较大的金属薄板间距ä较小，面积均为;，金属薄板分别有电荷量/

和¶，则两者内侧电荷间的相互作用力为？ 

分析与解：依然假设四个面带电量为¶&、¶*、¶K、¶1，电荷量守恒： 

¶& + ¶* = / 

¶K + ¶1 = ¶ 

两个极板导体内部电场强度为零： 

¶& = ¶* + ¶K + ¶1 

¶& + ¶* + ¶K = ¶1 

联立解得： 

¶& =
/ + ¶
2  

¶* =
/ − ¶
2  

¶K =
−/ + ¶

2  

¶1 =
/ + ¶
2  

分析其中一个内侧即可，考虑¶*受到的作用力，¶K在¶*处产生的场强为： 

i! =
¶K
2§%;

 

因此相互作用力为： 

^ = |i!¶*| =
(/ − ¶)*
8§%;

 

 

1.6、极化电荷 

（1）极化现象的微观解释：自然界中的分子是由原子构成，原子由带正电的原子核和带负电的核外

电子组成。我们平均地考虑一个分子的正电荷等效中心和负电荷等效中心，有以下两种情况：每个分

子的正电荷等效中心和负电荷等效中心重合，宏观上向外不表现电性，因而称为无极分子；每个分子

的正电荷等效中心和负电荷等效中心不重合，宏观上向外表现电性，因而称为有极分子。我们考虑一

对带电量为+¶和−¶的正负电荷，假设他们之间的距离为S，在考察空间尺度远大于正负电荷间距，即

远离此系统中心位置W(W ≫ S)处电场时，可将这对正负电荷称为电偶极子。我们定义电偶极矩矢量为： 

kN$$$$⃗ = ¶S⃗ 
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其中矢量S⃗的方向为负电荷指向正电荷，大小即为正负电荷之间的间距。因此，在无外界电场的条件

下，单个无极分子产生的电偶极矩为0，单个有极分子产生的电偶极矩不为0。在有外电场的情况下，

单个无极分子的等效正负电荷中心各自产生一个位移，从而产生

沿电场方向的电偶极矩。此时考虑介质内部左右相邻的两个电偶

极子，左边电偶极子的正电荷由于极化作用向右移动，恰好与右

边电偶极子向左移动的负电荷重合。因此由于介质内部正负电荷

处处重合，在介质内并不会显现出电性。只有在介质的表面上才

会出现宏观的极化电荷，介质左侧表面由于电偶极子负电荷向左

移动而形成未抵消的净负电荷，同理介质右侧表面带正电，因而极化电荷在介质内形成削弱原电场的

附加电场。上述这种极化方式称为无极分子的位移极化。对于有极分子，无外电场的情况下有极分子

的朝向随机，因此宏观上依旧不产生电场。当有外电场作用时，所有分子电偶极矩受到力矩的作用都

会共同朝着图示电偶极矩方向靠拢，因此介质内部平均来看拥有向右的电偶极矩，极化电荷的分布以

及产生的附加电场与无极分子的分析一致。该种极化方式称为有极分子的取向极化。 

（2）电极化矢量与电位移矢量：电极化强度矢量定义了单位空间中产生的电偶极矩的大小，对应表

达式为： 

.$⃗ =
´k⃗
¨h 

一般情况下，我们遇到的都是各向同性的均匀介质，即在介质中.$⃗处处相同。那么电极化矢量与电场

强度矢量的关系为： 

.$⃗ = (§3 − 1)§%i$⃗  

其中§3为介质的相对介电常数，§%为真空的介电常数，i$⃗为研究位置处的总电场强度（包含极化电荷

和自由电荷产生的电场强度贡献）。自然界的电荷按照其分布材料的性质分为自由电荷和极化电荷。

理想的导体只分布自由电荷，理想的介质只分布极化电荷，某些介于两者中间的材料可以同时分布自

由电荷和极化电荷。我们刚刚已经了解，电极化矢量.$⃗与极化电荷的分布有关，现引入一个新的物理

量与自由电荷的分布关联起来，定义电位移矢量≠$$⃗： 

≠$$⃗ = §%§3i$⃗ = §%i$⃗ + .$⃗  

这里的i$⃗依然是研究位置处的总电场强度。 

（3）电极化矢量.$⃗与电位移矢量≠$$⃗的高斯定理：首先我们要明确的是，电极化矢量.$⃗是与极化电荷相

关联，电位移矢量≠$$⃗是与自由电荷相关联。他们各自也满足相应的高斯定理： 
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•.$⃗ ⋅ d;⃗ = −¶! 

•≠$$⃗ ⋅ d;⃗ = ¶% 

其中¶!为高斯面内所有极化电荷量，¶%为高斯面内所有自由电荷量。我们把之前学习到的关于电场强

度i$⃗的高斯定理也写出： 

•§%i$⃗ ⋅ d;⃗ = ¶总 

那么通过对比我们可以看出，.$⃗对高斯面积分对应的是极化电荷量的负值，≠$$⃗对高斯面积分对应的是

自由电荷量，§%i$⃗对高斯面积分对应的是总电荷量，因此：	

≠$$⃗ − .$⃗ = §%i$⃗  

这一关系非常好去联想记忆。 
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2、稳恒电流 

2.1、稳恒条件 

（1）电流强度微观解释：电流强度是表示电流强弱的物理量，记为v，它被定义为单位时间内通过导

体任一截面的电量。在稳恒条件下，电流表达式写为： 

v =
/
G  

对于微观情况下，考虑电流垂直流过的某个截面，设截面的面积为;，导体中粒子的数密度为?，导体

中粒子带电量为¶，带电粒子定向移动速度为F，则经过一段时间G总计有流过/的电荷量流过此截面，

则有电流的表达式： 

v =
/
G =

? ∙ ;FG ∙ ¶
G = ?¶;F 

此即稳恒电流强度的微观形式。 

（2）电流密度：在通常的电路问题中，流过导线截面的电流用电流强度描述就可以了，但在讨论大

块导体中电流的流动情况时，用电流强度描述就过于粗糙了。这是因为电流在截面上将会有一个强弱

不同的分布，而且各点的电流方向可能并不一致。为了“精细”地描述导体中各点电流的大小和方向，

引入电流密度，记为Æ⃗。电流密度是一个矢量，在导体中各点，这个矢量的方向代表该点电流的方向，

其数值等于通过该点单位垂直截面的电流强度，表达式写为： 

Æ⃗ =
dv
d; ?$⃗  

其中?$⃗为所考察点电流方向的单位矢量。我们定义面元的法向为其面积矢量的方向，若考察点所取的

面元法向与电流方向夹角为(，则流过此面元（d;⃗）的电流强度（dv）与电流密度Æ⃗的关系式写为： 

dv = Æ⃗ ∙ d;⃗ = Ø ∙ d; cos ( 

由此可知，电流密度和电流强度的关系就是一个矢量和它的通量的关系。通常情况下电流密度指的是

电流面密度，即单位面积上垂直通过的电流大小，但有些时候也会类比地出现电流线密度等定义。 

（3）欧姆定律的微分形式：我们逐点分析电流密度Æ⃗和电场强度i$⃗的关系，设想在载有稳恒电流的各

向同性导体内沿着电流方向取一长度为dS，垂直截面积为d;的小电流管。假设电流管的电流为dv、两

端的电压为d®、电阻为\，电流管内电场强度为i，导体的电阻率为X，则有关系： 

dv =
d®
\  

dv = Ød; 

d® = idS 

\ = X
dS
d; 

联立即可得：  
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Æ⃗ = ßi$⃗  

其中σ = &
`，被称为电导率。这里已考虑到在各向同性导体中，正电荷沿着电场强度的方向运动，Æ⃗和

i$⃗同向。 

 
例 12、半径为\的导体球壳，球心位于 o点，已知球面上三点 OA、OB、OC相互垂直，现在从 A点

注入电流v%，B点流出电流v%。求 C点处的电流密度（垂直于电流方向单位长度上流过的电流） 

分析与解：设球底端为 D点，球左端为 E点。则从 A进入 B流出的电流可

以等效为 A进 D出叠加上 E进 B出再叠加上 D进 E出。A进 D出对 C点

产生的电流密度为： 

Ø& =
v%
2j\ 

由旋转对称性可知，Æ&$$⃗方向向下。E进 B出对 C点产生的电流密度为： 

Ø* =
v%
2j\ 

由旋转对称性可知，Æ*$$$⃗方向向右。再考虑 D进 E出在 C点产生的电流密度，将 D进 E出的空间几何

形状旋180°便可以得到 A进 B出，也就意味着 D进 E出在 C点产生的电流密度和我们要求的 A进

B出在 C点产生的电流密度刚好是一个反向的电流分布，因此我们由叠加的关系便可以得到： 

Ø8 =
1
2ÇØ&

* + Ø** =
√2v%
4j\  

方向沿着右偏下45°角。 

例 13、（2021清华强基）平行板电容器接在电压恒定的电源电动势两端，中间有一块均匀极化的电介

质，极化强度 P随温度[变化规律如图所示，电介质不是完全绝缘的，有微弱的电导率，则（C） 

 

A、[ ∈ (0，[%)时，回路中没有电流 

B、温度从[&到[%时，电容上的电荷量减少 

C、温度从[&到[%时，电容上的电荷量增多 

D、温度从[&均匀变到[%时，电容上的电荷量不变  
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分析与解：均匀极化介质有电极化强度矢量.$⃗与电场强度i$⃗满足的关系： 

.$⃗ = (εO − 1)§%i$⃗  

再结合欧姆定律的微分形式，即电流密度Æ⃗与电场强度i$⃗满足的关系： 

Æ⃗ = ßi$⃗  

因此对 A选项，[ ∈ (0，[%)时，极化强度不为零，电场强度不为零，则电流密度不为零，所以 A错。

对 BCD选项，由于极板两端的电压不变，电容器间的电场强度i$⃗也不变，则温度从[&到[%，由于极化

强度.$⃗增大，意味着电介质的相对介电常数εO变大。因此结合电容器的电容公式： 

' =
§%§3;
ä  

可知电容器的电容增大。再结合电容器携带电荷量与电容、电压之间的关系： 

/ = '® 

即由于电容器两端的电压不变，电容器上的电荷量会增多，因此 C对，BD错。 

 

2.2、基尔霍夫定律 

（1）数电压法：数电压法教会我们如何在已知复杂电路中各支路电流大小与方向以及元件构造的情

况下，规范地求出任意两点之间的电压。如图所示，电路中各支路电流大小与方向以及元件构造均给

定，试问如何规范求出 a点与 b点之间的电压®('。

数电压法规定一个数电压的路径方向，例如这个问

题中我们需要求： 

®(' = ®( − ®' 

那么我们规定的路径方向从 a点数到 b点即可。同

时，数电压的过程中，我们规定每个元件沿着路径方向以电势降落为正。例如在左图中，电流v&首先

流经一个电动势§&（内阻W&的电势降落情况与后面分析电阻\&时一致），由电动势的正极电势高于负

极电势，因此我们知道沿着规定的从左到右的路径方向，电流流过电动势§&电势是下降的，需要在数

电压法的表达式取正号；电流v&还会流过一个电阻\&，那么由顺着电流方向电势逐渐降低可知，电流

流过电阻\&的电势也是下降的。同理可以写出数电压法的电势降落表达式： 

®(' = ®( − ®' = v&(\& + W&) + §& − §* − v*(\* + W*) + vK\K 

依此规律，在遇到其他元件的情况下只需要以电势降落为正进行数电压法即可。 

（2）基尔霍夫定律 

1）基尔霍夫第一定律（节点电流定律）表述为，对于电路中任何一个节点，流出的电流之和等于流
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入的电流之和。由此我们可以写出基尔霍夫第一方程组（节点电流方程组）： 

|±v; = 0 

2）基尔霍夫第二定律（回路分压定律）表述为，绕回路一周，电势降落的代数和为零。由此我们可

以写出基尔霍夫第二方程组（回路分压方程组）： 

|±§; +|±v;\; = 0 

这个方程便可以通过前述的数电压法内容，从某点开始沿着闭合回路数电压回到起点，整个过程电势

降落为零得到。要注意的是，我们研究复杂电路的时候，电路中往往有多个节点以及多个回路，那么

在列出基尔霍夫方程组的时候一定要把所有独立的方程通通列出，再对这些多未知量的多方程组作数

学求解即可。 

 

例 14、如图所示电路中，§& = 4h，§* = 1h，\& = 10Ω，\* = 20Ω，\K = 30Ω，电源内阻不计。求

电容'两极板间的电势差®24 = ®2 − ®4 

分析与解：电容相当于断路，假设电流vK从 A流向 F、电流v*从 E流向

F、电流v&从 F点向右流出，列出节点电流方程： 

v& = v* + vK 

再取回路 A到 F到 E到 A，以及回路 E到 F到\&到§&到 E，列出回路

分压方程： 

§* − v*\* + vK\K = 0 

v*\* + v&\& + §& = 0 

联立即得： 

v& = −0.2! 

v* = −0.1! 

vK = −0.1! 

因此通过数电压法可知： 

®24 = ®2 − ®4 = §* + v&\& = −1h 

说明：这个电路有两个节点，但是两个节点电流方程都一样，因此我们只列一个单独的节点电流方程

即可。同时，回路电压方程对最外圈的 A到 F到\&到§&到 E到 A也可以列出回路分压方程，但这个

方程其实可以由上面列出的两个回路分压方程加减运算而得到，因而三个回路分压方程只有两个是独

立的。 
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3、磁场 

3.1、毕奥-萨伐尔定律 

（2）毕奥-萨伐尔定律：考虑一个电流元vdl$⃗，其中v为电流元的电流强度大小，dl$⃗的大小表示电流元

的长度，方向与电流流向一致。电流元vdl$⃗在相对电流元的位矢为W⃗处产生的磁感应强度d#$⃗满足毕奥-

萨伐尔定律： 

d#$⃗ =
c%
4j ⋅

vdl$⃗
W* ×

W⃗
W 

其中，c%称为真空磁导率。可以看出形式上与库仑定律比较类似： 

di$⃗ =
1

4j§%
⋅
d¶
W* ∙

W⃗
W 

只不过库仑定律是直接用矢径的单位向量
3⃗
3作为电场强度的方向，而毕奥-萨伐尔定律用电流元的方向

叉乘矢径的单位向量从而得到磁感应强度的方向。这是因为电荷元d¶本身是一个标量，而电流元vdl$⃗

是一个矢量，有所差别。且由对称性可知，静电场中的
&
Z%
的地位与静磁场中的c%地位相当，在后面的

讲解中也会愈发确信这个联系。 

 

例 15、半径为\的圆环，环中电流大小为v，求过中心轴线上距离圆心 O点距离为3的磁感应强度。 

分析与解：由旋转对称性可知，环上每个电流元产生的垂直3轴方向的磁感应强度都会被抵消，只剩

下沿3轴的分量叠加。因此有： 

d## =
c%
4j ⋅

vdS
\* + 3* ∙

\
√\* + 3*

 

从而得到总磁感应强度为： 

# =
c%
4j ⋅

2j\
\* + 3* ∙

\
√\* + 3*

=
c%
2

\*

(\* + 3*)
K
*
 

方向沿着3轴。具体沿3轴正负方向需要题目具体给出图像位置，此处省略。 

 

例 16、（2020清华强基）带电量为¶粒子以不大的速度F做匀速运动，在空间产生电磁场，如图所示，

场中距粒子所在位置距离W的点 P（图中 O已知）处的电场强度i和磁感应强度#的大小分别为？ 

分析与解：电场强度直接用库仑定律求解即可： 

i =
1

4j§%
⋅
¶
W* 

求磁场强度时，考察单个带电粒子的等效电流元： 

vdS⃗ =
d¶
dG dS⃗ = d¶ ∙

dS⃗
dG = ¶F⃗ 
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带入毕奥-萨伐尔定律可得： 

# =
c%
4j ⋅

¶F
W* ∙ sin ( 

 

3.2、安培环路定理与磁场高斯定理 

（1）安培环路定理与电磁学中的高斯定律地位一致，他在求解静磁场问题中有着非常不错的效果。

考虑静磁场中磁感应强度沿着闭合回路的积分，它就等于穿过该回路中所有电流强度代数和的c%倍，

对应的表达式为： 

≤#$⃗ ⋅ dS⃗ = c%|v;
;

 

其中，当穿过回路的电流的方向与环路积分方向满足右手定则时，定义电流为正，否则电流为负。同

时要注意的是，考虑空间中电流是否穿过回路，可以观察电流是否穿过回路围成的阴影面积，穿过的

电流才纳入公式考察的范围之中。 

（2）磁场高斯定理描述的是磁感应线的连贯性，我们知道磁感应线都是首尾相连的、闭合的曲线，

那么我们倘若取一个高斯面，则穿出高斯面的磁感应线必将穿回，即高斯面的净磁通量必须为零，因

而有： 

•#$⃗ ∙ d;⃗ = 0 

这个定理典型的一种应用场景在于，考虑磁介质表面垂直通过的磁感应线，我们如果取一个底面与表

面平行的柱形高斯面，就会发现介质中垂直穿入的磁感应强度与空气中垂直穿出的磁感应强度大小一

致，即磁感应强度垂直分量在介质表面的连续性。 

 

例 17、求粗细均匀的圆柱形无限长载流导线中磁场的分布，已知导线中电流为v，半径为\ 

分析与解：由旋转对称性，直接在半径为W处取一个轴对称的圆环回路即可，并规定

圆环回路的正方向与电流方向满足右手螺旋定则，分以下两类情况讨论：1）W > \，

这时列出安培环路定理： 

2jW# = c%v 

得到： 

# =
c%v
2jW，(W > \) 

2）W < \，有安培环路定理： 

2jW# = c%
v

j\* jW
* 

得到：  

公
众
号
：
清
北
物
理
竞
赛



# =
c%vW
2j\*，(W < \) 

 

例 18、求无限长密绕螺线管内部磁感应强度# 

分析与解：对密绕螺线管拆开成电流元进行分析可知，螺线管外部的磁感应强度为零，螺线管内部

的磁感应强度与螺线管直线方向平行，这也可以当成一个结论来记。接着在取一个矩形回路，两条

长边分别位于螺线管内外且均与螺线管平行，短边穿过螺线管，假设长边的长度为∆S，由平移对称

性可知，管内长边处处磁感应强度#相同，因而有： 

# ∙ ∆S = c%`v 

其中`为∆S长度的矩形安培环路包含的螺线管电流匝数，v为螺线管中通的电流强度。由于螺线管内

长边的位置是任意的，且公式中未出现与位置相关的量，因此可以得到螺线管内磁感应强度大小处

处相等、方向与螺线管直线方向平行，内部磁感应强度大小还可以写成： 

# = c%
`
∆S v = c%?v 

其中?表示螺线管单位长度上绕的匝数。 

 

3.3、洛伦兹力与安培力 

（1）洛伦兹力想必大家都非常熟悉，即磁场对运动电荷有力的作用，我们这里给出矢量叉乘的表达

式： 

^洛$$$$$$⃗ = ¶F⃗ × #$⃗  

之后大家便可以直接用叉乘的右手螺旋定则直接去判断洛伦兹力的方向，比高中课本教学的方法更加

简便一些。同时注意到洛伦兹力与速度方向垂直，因此洛伦兹力不做功。安培力描述的是带电流的导

体在磁场中受力作用，分析带电粒子的微观运动不难发现，电流的实质其实就是带电粒子的定向运动，

因此带电粒子定向运动的速度会受到洛伦兹力的作用，宏观上看好像是电流导体受到安培力作用一

样。据此我们可以列出安培力的表达式： 

^安$$$$$$⃗ = vl$⃗ × #$⃗  

其中l$⃗的方向即为电流的方向，也即正电荷的运动方向。 

（2）为什么洛伦兹力不能做功，安培力却可以做功？我们可以假设有一个导体棒在外力作用下，顺

着平面导轨上向右运动，空间中有竖直向下的磁感应强度。此时由于电磁感应中导体棒切割磁感线会

产生平面向上的电流，受到的安培力向左，与外力方向相反。再去分析带电粒子的微观运动可知，假

设导体内是正电荷沿平面向上的运动产生电流，同时由于导体棒整体带动正电荷沿平面向右运动，那

么正电荷的运动速度即为沿平面向上和沿平面向右的矢量叠加，受到的洛伦兹力沿平面左上方向。该
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洛伦兹力沿平面向上方向的力驱动回路产生电流，沿平面向左的力宏观上表现为安培力。因此从微观

角度去分析，正电荷受到的洛伦兹力并不做功，只是沿平面向上的分量驱动回路电流做正功，沿平面

向左的分量宏观形成安培力做负功。即安培力其实只是洛伦兹力的一个分量！ 

（3）利用附加速度法来求解重力场中小球受洛伦兹力影响下的运动（摆线） 

 

例 19、如图所示，S为一离子源，能够向各个方向发射质量为Z，带电量为¶，速度为F的正离子，在

右侧有一半径为\的圆盘，且空间中存在指向并垂直于盘面的匀强磁场#。在发射的粒子中发现无论

离子源到盘面的距离如何，一部分离子总能打在圆盘上，求该部分粒子发射速度方向与ÜÜ!轴的夹角

(应满足什么关系。 

分析与解：这是一个比较典型的类似磁聚焦模型的题。我们将速度按照

沿着磁感应强度方向和垂直磁感应强度方向分解，易知只有垂直的速度

分量才会受到洛伦兹力的影响，因此带电粒子沿着磁感应强度方向做匀

速直线运动，在垂直磁感应强度平面内做一个与ÜÜ!轴相切的匀速圆周

运动，该圆周运动半径为： 

W =
ZF sin (
¶#  

因此只需要满足： 

W ≤
\
2 

即： 

sin ( ≤
¶#\
2ZF 

即可保证这部分粒子总能打在圆盘上。 

 

3.4、霍尔效应 

外磁场中的载流导体在与电流、外磁场均垂直的方向上会出现电荷分离而产生电势差或电场，这种效

应称为霍尔效应。如图，设粒子平均运动速度为Y，载流子数密度为?，则有： 

v = ?¶Y ⋅ öä 

平衡时，电荷受到的电场力应该与洛伦兹力平衡： 

¶i = ¶Y# 

并利用霍尔电压®与极板间电场强度i的关系® = iö，可解得： 

® =
1
?¶ ⋅

v#
ä = t ⋅

v#
ä  

其中t称为霍尔系数。  
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例 20、如图所示，一平行板电容器的两块极板面积均为;，极板间距为ä，把它放入电阻率为X的导电

液体流中。液体以流速F平行于极板流动。整个系统处于均匀磁场#中，矢量#$⃗平行于极板且垂直于液

流方向。将外电阻\接在电容器极板上，求电阻上放出的热功率。 

分析与解：当导电流体流动稳定后，极板间会产生电场强度，带电粒子

受到的电场力应该与洛伦兹力平衡： 

¶i = ¶F# 

因此得到极板间电场强度： 

i = F# 

板间电压就相当于整个回路的电动势： 

§ = ® = iä = #Fä 

由于导电流体也有电阻率，因此列出回路电流v满足的关系： 

v =
§

\ + X ä;
=

#Fä

\ + Xä;
 

则电阻上放出的热功率为： 

. = v*\ = (
#Fä

\ + Xä;
)*\ 

 

例 21、（2020清华强基）海水中有竖直向下的磁场和水平方向由南向北方向的电场，则海水正负离子

在东西方向上的运动情况为（D） 

A、正离子向东运动，负离子向西运动 

B、正离子向西运动，负离子向东运动 

C、正离子向东运动，负离子向东运动 

D、正离子向西运动，负离子向西运动 

分析与解：稍加分析易知选 D 

 

3.5、磁矩 

磁矩是一个非常重要的概念，在求解线圈所受力矩问题中非常关键。流有电流v的线框的磁矩为： 

Z$$⃗ = v; ∙ ?$⃗  

其中;为线框的面积大小，?$⃗为线框面积的法向，?$⃗的正方向与电流的环流方向满足右手螺旋定则的

关系。对于匀强磁场#$⃗，则可以求出线框整体所受安培力对应力矩矢量为： 
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_4$$$$$⃗ = Z$$⃗ × #$⃗  

需要注意的是，由磁矩公式算出的力矩相对任何参考点都成立，在计算时可能会用到力矩矢量某个

方向的分量。 

 

例 22、对于边长为T的正方形线框，质量为Z，现将一边中点悬挂在天花板上。线框中通有恒定的电

流v。体系位于方向竖直向上的匀强磁场当中，求线框的平衡位置。 

分析与解：利用磁矩与力矩的关系式，可得安培力产生的力矩大小为： 

_4 = vT*# cosf 

方向垂直纸面向外。而以悬挂点为参考点，重力产生的力矩方向垂直纸面向

里，大小为： 

_D = ZJ
T
2 sinf 

因此可得力矩平衡方程： 

ZJ
T
2 sinf = vT*# cosf 

解得： 

tanf =
2vT#
ZJ  

 

例 23、（2020清华强基）一根线电荷密度为g的均匀带电绝缘杆置于水平面上，绕过固定点 O的竖

直轴以角速度]旋转。已知杆的延长线始终为 O，杆的一端与 O的距离始终为T，另一端与 O的距

离始终为ö，则 O处的电场强度i和磁感应强度#大小，以及杆的磁矩Z分别为？ 

分析与解：在离 O点W处取一段长度为dW的元电荷，则元电荷在 O处产生的电场强度为： 

di =
1

4j§%
gdW
W*  

积分得： 

i = <
1

4j§%
gdW
W*

'

(
=

g
4j§%

∙
ö − T
Tö  

元电荷旋转形成环形电流，对一个周期来说，通过某个截面的电荷恰好为d¶，因此电流强度满足： 

dv =
d¶
[ =

gdW
2j
]

=
g]dW
2j  

因此产生的磁感应强度和磁矩为： 

# = <
c%
4j ∙

g]dW
2j ∙ 2jW
W*

'

(
= <

c%g]dW
4jW

'

(
=
c%g]
4j ln

ö
T 
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Z = < dv ∙ jW*
'

(
= <

g]dW
2j ∙ jW*

'

(
=
g]
6 (öK − TK) 

例 24、（2021清华强基）如图所示，一均匀带电圆盘半径为\，电荷的面密度为ß，放置在与圆盘平

面平行，磁感应强度为#的匀强磁场中。当圆盘以角速度]绕过圆心且与圆盘表面垂直的竖直轴匀速

旋转时，试问有无安培力矩，若有，安培力矩为多大？ 

分析与解：分析半径为W到W + dW的圆环电荷，其产生的电流为： 

dv =
d¶
[ =

ß2jWdW
2j
]

= ß]WdW 

因此该圆环电流对应的磁矩方向竖直向上，为： 

dZ = dv ∙ jW* 

因此整个带电圆盘旋转产生的磁矩为： 

Z = < ß]WdW ∙ jW*
X

%
= < ß]jWKdW

X

%
=
1
4ß]j\

1 

磁矩方向竖直向上，因此整个带电圆盘受到的力矩为： 

_ =
1
4#ß]j\

1 

方向垂直纸面向里。 

 

3.6、磁介质 

（1）生活中，我们常常遇到与磁介质相关的问题，例如通电螺线管内部插入一块铁芯，其实这块铁

芯就是所谓的磁介质。有关磁介质磁化的理论，广泛被大家所接受的是分子电流观点。我们考虑一段

插在线圈内的软铁棒，按照安培分子环流的观点，原子的核外电子绕原子核做圆周运动，可以看成一

个环形电流，安培将其统一定义为分子环流。在没有外磁场的作用下，各分子环流的取向是杂乱无章

的，如图中 a情况所示。因此宏观看起

来，软铁棒不显示磁性。当螺线管通入

电流后，会在铁芯处产生一个外磁场#%。

如图中 b情况所示，在安培力的力矩作

用下，各分子环流的磁矩在一定程度上

沿着外磁场的方向排列起来。图中 b的

右方是磁化后的软铁棒的横截面图。由

图可以看出，当均匀介质均匀磁化时，

由于分子环流的回绕方向一致，在介质

内部任何两个分子环流中相邻的那一
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对电流元方向总是彼此相反的，它们的效果相互抵消，只有在横截面边缘上各段电流元未被抵消。因

此宏观看起来，如图 c情况所示，这横截面内所有分子环流的总体与沿截面边缘的一个大环形电流等

效。由于在各个截面的边缘上都出现了这类环形电流，整体看来，磁化后的软铁棒就像一个由磁化电

流组成的螺线管。这个磁化电流的“螺线管”在棒内部产生的磁感应强度#!方向与外磁场一致，因而

在棒内的总磁感应强度# = #% + #!比没有铁芯时的磁感应强度#%大。这就是为什么铁芯能够使磁感

应通量增加的道理。 

（2）与电极化矢量与电位移矢量的定义相类似，我们定义磁化强度矢量_$$⃗与磁场强度矢量°$$⃗，其中磁

化强度矢量_$$⃗对应磁化电流，磁场强度矢量°$$⃗对应自由电流。他们分别满足各自的安培环路定理： 

≤_$$⃗ ⋅ dS⃗ = v! 

≤°$$⃗ ⋅ dS⃗ = v% 

因此结合磁感应强度#$⃗满足的安培环路定理： 

≤
1
c%
#$⃗ ⋅ dS⃗ = v 

可以得到#$⃗、_$$⃗、°$$⃗之间的关系： 

#$⃗ = c%(°$$⃗ + _$$⃗ ) 

在各向同性的磁介质中，若给定磁介质的相对磁导率c3，则类比地存在如下关系： 

#$⃗ = c%c3°$$⃗  

_$$⃗ =
#$⃗
c%
(1 −

1
c3
) 

（3）能量密度 

电场能量密度这个概念想要告诉大家的是，其实带电系统的电势能并不是储存在电荷中，而是储存在

电场中。当各向同性的介质中分布有电场时，电场强度为i处的小体积空间内的电场能量密度为： 

≥N =
1
2 §%§3i

* 

电场能量密度≥N定义为单位体积内储存的电势能。磁场能量也是通过场的形式加以储存，则类比可以

得到各向同性磁介质的磁场能量密度表达式： 

≥: =
1
2
#*
c%c3

 

从以上电介质与磁介质的讨论中我们会发现，电磁场之间的定律以及物理量有着一一对应的关系，梳

理此等关系在我们类比记忆过程中可以起到非常有效的作用。以下整理了一些类比表格供大家参考。 
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电场 磁场 

真空介电常数的倒数：
&
Z%

 真空磁导率：c% 

相对介电常数的倒数：
&
Z&

 相对磁导率：c3 

与总电荷相关的电场强度矢量：

§%i$⃗  

与总电流相关的磁感应强度矢

量：
&
a%
#$⃗  

与自由电荷相关的电位移矢量：

≠$$⃗  

与自由电流相关的磁场强度矢

量：°$$⃗  

与极化电荷相关的电极化矢量的

负值：−.$⃗  

与磁化电流相关的磁化强度矢

量：_$$⃗  

电场强度矢量、电位移矢量、电

极化矢量之间的关系： 

≠$$⃗ − .$⃗ = §%i$⃗  

磁感应强度矢量、磁化强度矢

量、磁场强度矢量之间的关系： 

°$$⃗ + _$$⃗ =
1
c%
#$⃗  

各向同性电介质中电场强度矢量

与电位移矢量的关系： 

≠$$⃗ = §%§3i$⃗  

各向同性磁介质中磁感应强度矢

量与磁场强度矢量的关系： 

°$$⃗ =
1

c%c3
#$⃗  

电场能量密度：≥N =
&
* §%§3i

* 磁场能量密度：≥: = &
*

4!
a%a&

 

 

例 25、（2021清华强基）一个中间有铁芯的密绕螺线管接通电流后，在内部形成磁场，设中间的能量

密度为≥&。若铁芯从中间断成两截，中间有一个很小的空隙，则空隙中的能量密度和周围铁芯中的能

量密度分别为≥*和≥K，则≥&: ≥*: ≥K为（C）（注意，此题不要求严格的定量计算，下列选项中的§ ≫ 1） 

A、1: 1: 1 

B、1: 1: 0.5 

С、1: §: 1 

D、1: §: 0.5 

分析与解：磁感线垂直穿过铁芯和空隙界面，因此由磁场高斯定理推论知铁芯中的磁感应强度与空隙

中的磁感应强度相等，再结合磁场能量密度公式： 

≥: =
1
2
#*
c%c3

 

空隙中c3 = 1，两边铁芯中c3很大，易知选 C  
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4、电磁感应 

4.1、感应电动势 

（1）首先由我们熟知的法拉第电磁感应定律： 

§ = −
d¢
dG  

其中负号代表感应电动势的方向会阻止线圈的磁通量变化，即楞次定律交代的内容。要注意的是，

法拉第电磁感应公式中的磁通量¢指的是线圈回路的总磁通量。即对于一个`匝的线圈，设每一匝线

圈都会产生磁通量¢%，线圈回路的总磁通量等于各匝线圈磁通量的加和： 

¢ = `¢% 

（2）假设感应电动势接在一个回路当中，回路的总电阻为\，结合欧姆定律可知： 

§ = v\ = −
d¢
dG  

即通过移项可以得到： 

d¶ = vdG = −
d¢
\  

积分得到电磁感应中回路磁通量变化与电荷量的关系式： 

Δ¶ = −
Δ¢
\  

 

例 26、（2021清华强基）如图，一密绕螺线管通以电流v，现改变电流方向，大小不变，即电流由v

变为−v，已知c%、螺线管内部铁芯的相对电导率c3、螺线管半径为\!（远大于管截面半径）、横截面

积;、匝数`，在螺线管某处套上另一个带有阻值为\的电阻的圆环回路（不接入原来的回路），则过

程通过该电阻的电量为？ 

分析与解：当螺线管内插有磁介质时，由于螺线管内的自由电

流大小不变，因此在管内产生的磁场强度不变，因此螺线管内

的磁感应强度为不插介质时的c3倍： 

# = c%c3?v = c%c3
`

2j\! v 

对螺线管来说，磁通量变化大小为： 

Δ¢ = 2#; = c%c3
`
j\! v; 

则通过的电量大小为： 

Δ¶ =
Δ¢
\ =

c%c3`v;
j\\!  
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4.2、感生电动势 

（1）感应电动势分为动生电动势和感生电动势，当磁场不变，回路中的导体杆运动切割磁感线产生

的感应电动势称为动生电动势；当磁场随时间变化，回路静止不动，由此产生的感应电动势称为感生

电动势。对于感生电动势的情形，感生电动势来源于感应的涡旋电场所产生的非静电力。对于圆对称

以变化率为t均匀变化磁场产生的感生电场，有： 

i ∙ 2jW =
ä#
äG ∙ jW

* 

即： 

i =
tW
2  

（2）我们常常会遇到在圆对称的磁场中放置一导体棒并求棒两段的电动势的问题，如果用棒各处感

生电场对路径求积分的方式去求电动势，那么问题将变得非常复杂。因此我们为了简化问题，常常把

棒两端分别与磁场圆中心相连，模拟两条连线上分别分布有导体杆，真实的导体棒与两条虚拟的导体

杆便构成了一个三角形的导体回路。由于涡旋电场是处处沿着切线方向，与两条模拟连线导体杆方向

处处垂直，因此易知两条模拟连线导体杆产生的感生电动势均为零。因此我们需要求解的导体棒两端

的感生电动势就等于整个回路产生的感生电动势，由此轻易得解。 

 

例 27、在半径为T的细长螺线管中，均匀磁场的磁感应强度随时间均匀增大，增长率为ö。一均匀导

线弯成等腰梯形闭合回路 ABCDA，上底长为T，下底长为2T，总电阻为\，放置如图所示。试求：（1）

梯形各边上的感生电动势，及整个回路中的感生电动势（2）B、C两点间的电势差。 

分析与解：（1）利用上述内容的分析，易知圆对称的磁场产生的涡旋电场均

为切向，与 AB、CD 边的导线处处垂直，因此 AB、CD 边的感生电动势为

0。对于 AD边，连接 OA、OD，同理由于 OA、OD边感生电动势为0，则

AD边的感生电动势就与三角形回路 OAD产生的感生电动势一致，即 AD边

的感生电动势大小为： 

§2B =
d¢
dG = ;

d#
dG =

√3
2 T*ö 

AD边的感生电动势方向由楞次定律判断为 A到 D。BC边产生的感应电动势利用相同方法求解，但

要注意等边三角形 OBC回路中只有部分扇形区域有磁通量，面积需要带入有磁场通过的面积部分，

因此有 BC边的感生电动势大小： 

§48 =
1
6jT

*ö 

BC边的感生电动势方向为 B到 C。整个回路中的感生电动势可以用§48 − §2B来表示，也可以直接

用法拉第电磁感应定律，查看回路中磁通量的变化来表示，即可得到整个回路中的感生电动势为：  
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§ = (
1
6j −

√3
2 )T

*ö 

方向沿回路的逆时针方向。 

（2）要考察 BC两点间的电势差，则必须把回路的等效电路图画出来。因此回路的电流沿逆时针方

向，电流大小为： 

v =
§
\ = (

1
6j −

√3
2 )

T*ö
\  

我们先利用比例关系算出 BC边导线的电阻： 

W48 =
2
5\ 

利用数电压法读出 B、C两点间的电势差为： 

®48 = −§48 + v ∙ W48 = −(
1
10j +

√3
5 )T

*ö 

 

例 28、（2021清华强基）有一圆形磁场，磁感应强度为 B，54
57为一定值，记f; = |∫ iF$$$⃗ ∙ äS⃗|。其中1

为一根导线，2为绝缘线，它们的两端都在过直径的直线上，则（BD） 

 

A、 f& = f* 

B、 f& ≠ 0，f* ≠ 0 

C、 f& > f* 

D、 f& < f* 

分析与解：导线和绝缘线都为电势f;提供了积分路径，因此只要路径确定下来，无论是哪种材料的

两端都会出现电势差，B正确。接着为了判断哪根线两端的电势比较高，我们依然连接两端与磁场

圆中心，易知路径2回路围成的面积大于路径1回路围成的面积，由此可得 D正确。 
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4.3、自感与互感 

（1）自感与自感系数：当回路中电流发生变化时，它所激发的磁场通过回路自身的磁通量也发生变

化，回路中由此而产生阻碍电流变化的感生电动势，这种现象称为自感现象。自感系数定义为回路中

具有电流v时，通过回路的磁通量与电流之比，即： 

l =
¢
v  

当线圈中的电流发生改变时，依法拉第电磁感应定律可得，回路产生的自感电动势表达式为： 

§自 = −l
dv
dG 

负号代表自感产生的电动势具有阻碍电流改变的作用。经计算可得，自感磁能具有的能量表达式为： 

wM =
1
2lv

* 

（2）互感与互感系数：对于两个线圈，其中一个线圈电流变化所引起的另一个线圈产生感生电动势

的现象叫做互感，产生的电动势也叫互感电动势。与自感系数定义类似，互感系数的定义为一个线圈

在另一个线圈中产生的磁通量与电流的比值： 

_&* =
¢&*
v&

 

可以证明，对于特定的两个线圈，互感系数相等，即 

_&* = _*& 

此时体系具有的能量为： 

w =
1
2l&v&

* +
1
2l*v*

* +_&*v&v* 

 

例 29、（2023清华强基）将一根自感为l的电感线圈对半剪断，问其中半段线圈的电感为多少？ 

分析与解：线圈剪断一半意味着匝数减少一半，那么在电流不变时，线圈总磁通量减少一半，即根据

电感定义知，半段线圈的电感为
M
* 
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5、交流电 

5.1、交流电的峰值与有效值 

在一个电路里，如果电源的电动势随时间变化的关系是正弦函数或余弦函数，这种交流电叫做简谐交

流电。与简谐振动相同，为了描述交流电同样需要振幅，频率以及相位等参量。对于峰值为®%的简谐

交流电，随时间表达式可以写成： 

®(G) = ®% cos(]G + f) 	 

简谐交流电的有效值定义为，通过电阻时产生相同的电热所需要的直流电的电流大小，可以证明电流

的有效值与峰值之间的关系为： 

® = ®%/√2 

对于电流也具有相同的关系。对于交流电压表以及交流电流表，其测量的均为电压及电流的有效值。 

5.2、交流电的复数解法 

（1）首先我们扩展一下数学中复数的内容，考虑任一复数： 

!µ = T + öi 

式中T为复数!µ的实部，ö为复数!µ的虚部。我们在复平面坐标系中去

考察复数!µ，图中斜边边长!即为复指数的模，满足： 

! = )!µ) = OT* + ö* 

斜边与实轴的夹角(满足： 

tan ( =
ö
T 

因此我们可以将复数!µ用欧拉公式表示为： 

!µ = !(cos ( + i sin () = !~b0 

可以看出其实欧拉公式就是复平面的“直角坐标系”转化为“极坐标系”的等价公式。 

（2）有了复数知识基础后，我们便可以用其来简化交流电中的物理公式。首先我们把简谐交流电中

的任何一个瞬时量分别写成对应的复数形式的实部，例如把电动势、电压、电流瞬时值写成对应的复

数形式的实部： 

§ = §% cos(]G + f) = Re(§̃) = Reé§%~b(R7cd)è 

® = ®% cos(]G + f) = Reé®πè = Reé®%~b(R7cd)è 

v = v% cos(]G + f) = Re(vµ) = Reév%~b(R7cd)è 

那么在之后求解简谐交流电路问题时，将对应瞬时量改为复指数的形式构成新复指数形式的方程，若

复指数形式方程成立，则原方程即为复指数形式方程的实部分量，那也必然成立。由于复指数形式方

程数学求解过程较为简便，因此利用复数求解交流电将会大大减少计算量。  
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（3）元件的复阻抗：对于不同元件来说，其在交流电路中的特性大不相同。例如，电阻元件在交流

电路中，当电阻两端电压瞬间发生变化，电流也随之瞬间变化。而对于电容元件，其两端电压变化需

要由电流流入导致电容两端电荷量发生变化而导致，因此电容两端的电压的相位相对于电流会延迟
Q
*

的相位。同理，对电感元件来说，若电感直接接在电路的电动势两端，电感两端的电压的变化即与电

动势变化一致，但由于电感产生的自感电动势会阻止回路电流的变化，因此电感两端的电压的相位相

对于电流会超前
Q
*的相位。因此我们将相位的因素考虑进电路基本方程中，可以定义各元件的复阻抗： 

∫Xª = \，∫Mª = i]l，∫8ª =
1
i]' = −i

1
]' 

这里利用i = ~b
'
!、

&
b = −i = ~eb

'
!可以看出，电容和电感的阻抗里分别都包含了其两端电压超前还是落

后电流的相位因子，也方便我们记忆。因此之后我们可以将简谐交流电路回路方程的电流、电压、电

动势以及电阻、电容、电感通通用复变量的形式带入而简化求解，当复指数方程成立，原方程对应复

指数方程的实部分量也必将成立。 

 

例 30、对于如图所示的三种电路连接方式，求每个元件两端电压的有效值与电源电压有效值之间的

关系。 

 

分析与解：有效值之间的比例就和峰值比例相同，也就和复指数的模之比相同，利用电路的复指数

解法分析图（a）中的电路： 

Yº = Ω̃ ∙ é∫Xª + ∫8ªè = Ω̃ ∙ õ\ − i
1
]'ú 

YXæ = Ω̃ ∙ ∫Xª = Ω̃ ∙ \ 

Y8æ = Ω̃ ∙ ∫8ª = Ω̃ ∙ õ−i
1
]'ú 

因此有效值之比等于复指数的模之比，即： 
YX
Y =

\

Ç\* + 1
]*'*
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Y8
Y =

1
]'

Ç\* + 1
]*'*

=
1

√]*'*\* + 1
 

同理对图（b）的电路： 
YX
Y =

\
√\* + ]*l*

 

YM
Y =

]l
√\* + ]*l*

 

对（c）的电路： 

Yº = Ω̃ ∙ é∫Xª + ∫8ª + ∫Mªè = Ω̃ ∙ ø\ + i(]l −
1
]')¿ 

所以： 
YX
Y =

\

Ç\* + (]l − 1
]')

*
 

Y8
Y =

1
]'

Ç\* + (]l − 1
]')

*
 

YM
Y =

]l

Ç\* + (]l − 1
]')

*
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6、电磁波 

6.1、电磁波 

麦克斯韦进一步提出，既然变化的磁场可以产生电场（涡旋电场），那么变化的电场也可能产生磁场。

据此，他提出了位移电流假设，即变化的电场形成位移电流，位移电流与其他电流一样也在周围产生

磁场，因此变化的电场会产生磁场。从而建立了完整的麦克斯韦方程，把电和磁统一在同一个方程组

中。麦克斯韦方程组的正确性，不仅仅体现在麦克斯韦总结了前人的成果，同时还预言了电磁波的存

在。赫兹实验的成功表面上是对电磁波存在的验证，但实际上是证明了麦克斯韦关于涡旋电场和位移

电流假设的正确性。 

 

例 1、（2020清华强基）电导率为ß，相对介电常数为§3的介质填充到半径为\，间距为ℎ的平行板电容

器当中，在电容器两极板间加电压h = áG，则在电容器中距离中轴线W处的电场强度与磁感应强度分

别为（B） 

A、 i = f7
g ，# =

a%3fh7
*g  

B、 i = f7
g ，# =

a%3f(h7cZ%Z&)
*g  

C、 i = f7
Z&g
，# = a%3fh7

*g  

D、 i = f7
Z&g
，# = a%3f(h7cZ%Z&)

*g  

分析与解：变化的磁场会产生电场，变化的电场会产生磁场。由于旋转对称性，平行板间的电场是均

匀的。无论如何，总电场强度（包含静电场和变化的磁场产生的电场）乘以间距必定等于两极板间的

电压，因此有： 

i =
h
ℎ =

áG
ℎ  

我们首先求出电流产生的净磁场，由安培环路定理知： 

#% =
c%ßi ∙ jW*

2jW =
c%WáßG
2ℎ  

而变化的电场也会产生部分磁场，所以最后的磁场肯定要在此基础上附加上一个值，因此最终： 

# =
c%Wá(ßG + §%§3)

2ℎ  

选 B 
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三、热学篇 

1、理想气体状态方程 

（1）阿伏伽德罗定律：在同温同压下，相同体积的任何气体含有相同的分子数。物质所含的分子数

量和原子数量（称作物质的量）是十分巨大的，所以，常用摩尔（符号为Z{S）作为分子、原子的

数量单位。摩尔是这样规定的：质量12J的碳中所含的原子数为1Z{S。按照这一规定，实验测量出

1Z{S等于6.0221415 × 10*K，这一数值就是阿伏伽德罗常数，记作 2̀。 

（2）玻意耳定律：一定质量的某种气体，在温度不变的情况下，压强与体积成反比。 

（3）盖吕萨克定律：对于一定质量的某种气体，当压强保持不变时，它的体积随温度线性地变化。 

（4）查理定律：对于一定质量的气体，当体积保持不变时，它的压力随温度线性地变化。 

（5）理想气体的状态方程： 

kh = ¡\[ 

其中，k为压强，h为体积，¡为物质的量，[为温度。\为比例常量，称为普适气体常量，\等于

8.31¬/(Z{S ∙ V)。 

（6）道尔顿分压定律：体积为h的混合气体所产生的压强，等于其中各成分气体在体积为h时单独

产生的压强之和。 

2、热传递的各种形式 

（1）热传导 

1）热传导是通过接触的方式传递热量的。例如食物制作过程中的煎、炒、烹、炸、煮，都是通过食

物与热锅、热油或热水接触使食物达到高温状态而变熟的。热传导过程既可以在两个物体之间发

生，也可以在同一物体的不同部分之间发生。 

2）热传导定律：研究表明，热传导的速率与传热介质的截面面积成正比，也与传热介质中单位长度

距离的温度差（即温度梯度）成正比，即： 

∆/
∆G = √

∆[
∆S ; 

其中，∆/为时间∆G内所传递的热量，∆[为距离∆S上的温度差，;为接触部

分的截面面积，比例系数√称作热导率。 

 

（2）热辐射 

1）阳光照在身上，会使人觉得暖洋洋的，这就是热辐射的效果。从微观上看，热辐射是带电粒子热

运动产生的。构成物质的原子、分子都在做无休止的热运动，它们的正电中心与负电中心也往往不

重合，从而呈现出极性。这些带电的粒子，包括有极性的粒子，速度改变时，会发出电磁辐射。这

种辐射是由热运动而引起的，因而称作热辐射。  
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2）实验上测得的黑体辐射的规律如图所示。图中横坐标是电磁辐射的波长g，纵坐标是在某一温度

[下，单位时间内通过单位截面的单位波长内的辐射通量i(g，[)，实际上就是黑体在单位波长内辐

射的功率密度，简称单色辐出度或辐射本领。 

 
在每一温度下，某一波长的单色辐出度是最大的，即每一条辐射曲线都有一个最大值。温度低时，

最大值所对应的波长较长；温度高时，最大值所对应的波长较短。如果用g:(#表示单色辐出度最大

的波长，则g:(#与黑体温度 T之间的关系为： 

[g:(# = ö 

称作维恩位移定律，其中，b = 2.8978 × 10eKZ ∙ V 

3）辐射曲线下的面积就是黑体在这一温度下的总辐射功率密度，即黑体单位表面积的热辐射功率。

实验表明，黑体辐射的功率密度只与温度有关，温度越高，辐射的功率密度越大，可表示为： 

Φ([) = ß[1 

这就是斯特藩-玻尔兹曼定律，其中，ß = 5.67032 × 10eSW/(Z*V1)为斯特藩-玻尔兹曼常量。 
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例 1、设正方形铜制薄板的一个端面温度维持在100摄氏度，其余三个端面温度维持在0摄氏度。求

薄板中心 O处的温度。 

分析与解：由热传导定律，结合对中心 O点的能量输入输

出守恒： 

√
100 − []

∆S ; = 3√
[] − 0
∆S ; 

由于传输的对称性，可知上式其他的比例系数都可以消去，

只剩下： 

100 − [] = 3[] 

即得： 

[] = 25摄氏度 

 

例 2、从地球看太阳，张角约为0.53°，设地球表面的平均温度为300V，不考虑地球对日光的反射，

试估算太阳表面的温度[ 

分析与解：假设地球的半径为W，太阳的半径为\，太阳到地球的距离为ä，题给张角为U，地球表面

的平均温度为[%。则太阳的辐射功率.为： 

. = ß[1 ∙ 4j\* 

地球接收到太阳的辐射功率.%只是其一部分： 

.% =
.

4jä* jW
* 

再由地球的辐射吸收与发射平衡方程： 

.% = ß[%1 ∙ 4jW* 

再由地球看太阳的夹角满足关系： 

U = 2
\
ä 

联立即得： 

[ = [% ∙ }
4ä*
\*

(
=

2
√U

[% = 6238.42V 

 

3、液体的表面张力 

（1）液体表面张力的来源：液体表面分子之间的引力较大，因而使得这一层分子较紧密地结合，形

成一个具有一定弹性的薄膜，整个薄膜有向液体内部收缩的趋势，同时在表面上的任何一条线都受

到向两侧的拉力，这就是液体的表面张力。  
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实验表明，表面张力的大小与液体的种类、液面两侧的物质的种类、环境温度等因素有关。张力的

大小还与上述线的长度有关。液面上一段长度为∆S的线段所受到的表面张力可表示为： 

∆^ = ß∆S 

其中，ß称作表面张力系数，表示液面上单位长度线段的表面张力。 

（2）表面张力引起的压强：表面张力都是沿着表面的切向的，因而，平直的液面不会由于表面张力

产生额外的压强。但是，若液面是弯曲的，则会产生指向曲率中心一侧的压强。 

如图所示，我们考虑一个任意液面，在表面上M点附近取一个很小的区域 ABCD，可以证明，对于

一个足够小的曲面，其平均曲率是确定的。对于

任意一对过法线且相互垂直的平面，如果它们与

曲面交线的曲率半径分别是\&，\*，则M点处的

平均曲率
&
Xi =

&
* (

&
X$
+ &

X!
)是定值。 

用∆(角表示.&.*段圆弧所对角度的一半，BC段

和 AD段表面张力引起的沿法线方向的分力为： 

∆1& + ∆1&! = 2ß/&/*«««««««∆( 

用∆f角表示/&/*段圆弧所对角度的一半，AB段

和 CD段表面张力引起的沿法线方向的分力为： 

∆1* + ∆1*! = 2ß.&.*««««««∆f 

区域 ABCD的面积为： 

∆; = .&.*«««««« × /&/*««««««« = 4\&\*∆(∆f 

则M点的压强为： 

∆k =
∆1& + ∆1&! + ∆1* + ∆1*!

∆; = ß õ
1
\&
+
1
\*
ú =

2ß
\«  

对于球形液面，\& = \* = \，表面张力引起的压强为： 

∆k =
2ß
\  
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对于液体形成的球形空泡，由于它具有内外两个表面，每个表面都产生压强，所以空泡的表面张力

引起的压强为： 

∆k =
4ß
\  

（3）毛细现象：毛细管是指内径很细（当然比毛发要粗得多）的管子（内部通常圆柱形）。进入毛

细管内部的液休，如果浸润内壁，则靠近管壁的液面将会升高，此现象就称为毛细现象。 

如图所示，由于毛细管的内径较小，可以近似地认为管内的液面

为球面。设球面半径为\，细管内半径为W，接触角为(。则管壁

与液面边界的接触长度为2jW，液柱受表面张力呈旋转对称性斜

向上方，与竖直方向呈(角。因此表面张力向上的部分抵消液柱

的重力，有： 

ß ∙ 2jW ∙ cos ( = X ∙ jW*ℎ ∙ J 

从而得到： 

ℎ =
2ß cos (
XJW  

当然，利用毛细液柱弯曲液面的附加压强也可以得到相同的结论。 

 

例 3、如图所示，两铅垂玻璃的平板部分浸入水中，设其间距为ä = 0.50ZZ，问两板间水面上升的

高度为多少？（接触角可视为0，水的表面张力系数为ß = 7.3 × 10e*N/m） 

分析与解：我们取沿着平板平面竖直面方向和垂直平

板平面的竖直方向两个正交的法线方向，得到曲率半

径分别为： 

\& = ∞ 

\* =
ä
2 

则附加压强为： 

∆k = ß õ
1
\&
+
1
\*
ú =

2ß
ä  

附加压强等于液柱重力产生的压强，因而有： 

∆k = XJℎ 

解得： 

ℎ =
2ß
XJä = 0.0292Z 
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4、热力学第一定律 

（1）若系统经历一个热力学过程，其中系统从外界所吸收的热量为/，外界对系统所做的功为w，

而系统内能的增量∆® = ®* − ®&。则该过程的热力学第一定律可以表示为： 

∆® = / +w 

式中，若系统从外界吸热，则/ > 0，若系统对外放热，则/ < 0；若外界对系统做功，则w > 0，

若系统对外界做功，则w < 0 

（2）理想气体的内能表达式：理想气体的内能只是温度的函数，而与体积无关。若一定量的理想气

体在经历一个热力学过程中体积保持不变，这一过程就是定容过程。在定容过程中，外界不对气体

做功，w = 0，则热力学第一定律为： 

∆® = / 

定义1Z{S气体温度升高1V所吸收的热量为摩尔热容，则定容过程中的摩尔热容为： 

ôj,: =
1
¡ (

/
∆[)j =

1
¡ (
∆®
∆[)j 

即内能可以表述为： 

∆® = ¡ôj,:∆[ 

气体因其分子结构构成的不同，对应的定容摩尔热容也不尽相同，满足以下规律： 

1）单原子分子：其自由度为3，因而定容摩尔热容为ôj,: = K
*\ 

2）双原子分子：其自由度为5，因而定容摩尔热容为ôj,: = \
*\ 

3）多原子分子：其自由度为6，因而定容摩尔热容为ôj,: = 3\ 

（3）四大特征热力学过程 

理论上，热力学过程研究的都认为是准静态过程，即过程进行得足够慢，在过程中的每一时刻，整

个系统都处于平衡态。 

1）定容过程 

定容过程中外界不对系统做功，系统内能的增量等于系统从外界吸收

的热量，即： 

∆® = / = ¡ôj,:∆[ 
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2）定压过程 

在定压过程中，外界对系统所做的功为： 

w = −k∆h = −¡\Δ[ 

则定压过程中气体吸收的热量为： 

/ = ∆® −w = ¡éôj,: + \è∆[ = ¡ô>,:∆[ 

即定压摩尔热容与定容摩尔热容的关系为： 

ô>,: = ôj,: + \ 

3）等温过程 

理想气体在等温过程中，温度保持恒定。可以算得等温过程中外界对

气体所做的功为： 

w = < −käh
j!

j$
= −<

¡\[
h äh

j!

j$
= −¡\[S?

h*
h&

 

等温过程中气体内能不变，因此气体吸收的热量为： 

/ = −w = ¡\[S?
h*
h&

 

4）绝热过程 

对理想气体状态方程两边微分可得： 

häk + käh = ¡\ä[ 

绝热过程对应d/ = 0，则热力学第一定律微分形式： 

äw = −käh = ¡ôj,:ä[ 

联立上式即可得： 

−
ôj,: + \
ôj,:

∙
äh
h =

äk
k  

记… = A),+
A,,+

= A,,+cX
A,,+

，积分即可得到绝热方程： 

khl = '{?KG 
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例 4、如图所示，在一个质量为_、内部横截面面积为!的竖直放置的绝热气缸中，用活塞封闭了一

定量的温度[%的理想空气。活塞是绝热的，气缸活塞质量以及活塞和气缸之间的摩擦力可忽略不

计。已知大气压强为k%，重力加速度为J。现将活塞缓慢上提，当活塞到达气缸开口处时，气缸刚好

离开地面。求活塞到达气缸开口处时气体的温度。 

分析与解：由于汽缸活塞质量可忽略，则初始状态气体的压强为k%。末状

态活塞达到气缸开口时，其压强变为： 

k = k% −
_J
!  

整个过程为一绝热过程，则有绝热方程： 

khl = '{?KG 

结合理想气体状态方程： 

kh = ¡\[ 

可以得到关于k、[的绝热方程： 

k&el ∙ [l = '{?KG 

由于空气是双原子分子，得到此过程中： 

… =
7
5 

联立上述方程即可解得： 

[ = [% ∙ É
k%

k% −
_J
!
Ñ

&el
l

= [% ∙ É
k%

k% −
_J
!
Ñ

e*_

 

 

例 5、设绝热圆筒中导热轻活塞 A和不导热重活塞 B将圆筒分为长度S均为0.4Z的两室，每室中有

1Z{S单原子气体。活塞 B可无摩擦运动。现对其缓慢加热，使其吸收200¬热量。当 A和器壁间摩

擦力为多大时，该活塞将保持不动？ 

分析与解：由于 A中气体是等容过程，B中气体是等压过程，且 A活塞导热

会导致两室内气体温度始终一致，假设加热过程温度改变∆[，因此有热量关

系： 

200¬ =
5
2\∆[ +

3
2\∆[ = 4\∆[ 

解得： 

∆[ =
50
\ = 6.017V 

对下方气体，假设其体积为h，有理想气体状态方程：  
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∆k ∙ h = \ ∙ ∆[ 

设 A和器壁间摩擦力为1，活塞 A的面积为;，由于上方气体一致保持原来的压强，则有： 

∆k =
1
; 

联立即得： 

1 =
\ ∙ ∆[
S = 125` 

 

例 6、（2021清华强基）一绝热气缸中封闭了体积为1.4l的空气。瓶口的绝热活塞质量Z = 0.3tJ，

截面积1.5ôZ*，初始时处于平衡状态。大气压强k% = 1 × 10\Pa，重力加速度J = 10Z/K*，则活塞

受到微扰后的运动周期为（A） 

 

A、2.1K 

B、2.5K 

C、2.6K 

D、2.9K 

E、以上无正确答案 

分析与解：对气缸中的气体而言，小振动过程是一个绝热过程。假设活塞相对平衡位置向上为正方

向建立3坐标轴，当活塞的坐标为d3时，设活塞截面积为;，则气体体积改变量为： 

dh = ; ∙ d3 

设一开始活塞处于平衡位置处，气体的体积为h%，则振动过程有绝热方程： 

åk% +
ZJ
; ç ∙ h%

l = k ∙ (h + ; ∙ d3)l 

解得： 

k = åk% +
ZJ
; ç ∙ õ

h%
h% + ; ∙ d3

ú
l
= åk% +

ZJ
; ç ∙ (1 +

;
h%
d3)el 

利用小量近似可得： 

k = åk% +
ZJ
; ç ∙ (1 − …

;
h%
d3) 

于是分析活塞的受力即可得到合外力为： 

^ = k; − k%; − ZJ = −…
;
h%
(k%; + ZJ) ∙ d3 

因此简谐振动的运动周期为： 

[ = 2j}
Zh%

…; ∙ (k%; + ZJ)
=
2j
3 = 2.094K 
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5、循环过程 

（1）热力学循环特指某一热力学系统经历了一系列热力学状态变化，最后又回到初始的热力学状态

的过程。在热力学循环过程中，参与循环并且状态不断变化的物质称作工作物质。为了描述循环过

程，都是尽可能将实际的过程简化，并假设每一步过程都是准静态的。 

（2）热机通过从外界吸收热量使工作物质的内能增加，并将一部分增加的内能通过做功的方式转化

机械能，另一部分增加的内能以热量释放，完成循环，工作物质回到初始状态。若循环过程中工作

物质从外界吸收的总热量为/&，向外界释放的热量为/*，则根据热力学第一定律，系统对外界所做

的功就是w = /& − /*，循环热机的效率定义为： 

À =
w
/&

=
/& − /*
/&

= 1 −
/*
/&

 

（3）卡诺循环：如图所示，工作物质（气体）在温度恒定的两个热源之间，气体经历循环的过程

是：等温膨胀（1 → 2）、绝热膨胀（2 → 3）、等温压缩（3 → 4）、绝热压缩（4 → 1），回到初态。

若高温热源温度为[&，低温热源温度为[*。 

 
由过程的可以看出，卡诺循环只在（1 → 2）过程吸热，（3 → 4）过程放热，因此气体从高温热源吸

热： 

/& = ¡\[&ln
h*
h&

 

气体向低温热源放热： 

/* = ¡\[*ln
hK
h1

 

再由绝热膨胀过程（2 → 3）中，(j"j!)
le& = m$

m!
；绝热膨胀压缩过程（4 → 1）中，(j(j$)

le& = m$
m!
。于是

卡诺热机的效率为： 

À = 1 −
/*
/&

= 1 −
[*ln

hK
h1

[&ln
h*
h&

 

由于
j"
j!
= j(

j$
，即

j"
j(
= j!

j$
，所以有：  
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À = 1 −
[*
[&

 

（4）热力学第二定律：不可能从单一热源吸收热量，使之完全变为有用功而不产生其他影响。 

（5）卡诺定理：热机的最大效率只与高温热源和低温热源的温度有关。即假设高温热源的温度为

[&，低温热源的温度为[*，则所有在这两热源之间工作的热机的效率都不会大于两热源之间的卡诺

热机效率： 

À ≤ À:(# = 1 −
[*
[&

 

 

例 7、（2020清华强基）热机的斯特林循环由温度[&和[*的等温过程和体积为h&和h*的定容过程围

成。已知工作物质为一定量的双原子分子气体，且[& = 800K、[* = 300K，h*/h& = 2.73。则该循环

的效率为？ 

分析与解：体积为h&的等容过程吸热： 

/&& = ¡ôj,:([& − [*) =
5
2 ¡\([& − [*) 

温度[&的等温过程吸热： 

/&* = −w = ¡\[&ln
h*
h&

 

因此总吸热量为： 

/& = /&& + /&* =
5
2¡\([& − [*) + ¡\[&ln

h*
h&

 

同理，总放热量为： 

/* =
5
2¡\([& − [*) + ¡\[*ln

h*
h&

 

因此该循环的效率为： 

À = 1 −
/*
/&

= 1 −
5
2 ([& − [*) + [&ln

h*
h&

5
2 ([& − [*) + [*ln

h*
h&

= 24.45% 
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四、光学篇 

1、几何光学的基本定律 

（1）光的直线传播定律：在均匀介质中，光沿直线传播。 

（2）光的反射定律：反射光线在入射面内，且反射角等于入射

角，即 

ó = ó! 

（3）光的折射定律：折射光在入射面内，且有 

?& sin ó& = ?* sin ó* 

其中，?&和?*分别为两种介质的折射率，ó&、ó*分别为入射角与

折射角。 

（4）光路可逆性原理：在均匀介质中，光可以从 P点沿直线传播到 Q点，则必定可以沿相反的路

径从 Q点传播到 P点。 

 

（5）光程等于折射率与光所经过的路程的乘积。记?为折射率，;为

光的路径的长度，则光程即为l = ?;。费马原理：两点间光的实际路

径是光程平稳的路径。 

 

（6）全反射：由折射定律，?& sin ó& = ?* sin ó*，可得sin ó* =
)$
)!
sin ó&。如果?& > ?*，则当sin ó& ≥

)!
)$
，折射光实际上不存在，只有反射光。 

 

例 1、如图，设计了一种平凸聚光透镜，使其可以沿透镜光轴入射的平行光全部汇聚到一点。试求

出图中各量满足的关系。 

分析与解：由费马原理知上下两条光线光程一致： 

W = ? ∙ (W cos ( − 1) + 1 

于是得各量满足的关系： 

(? − 1) ∙ 1 = (? cos ( − 1) ∙ W 
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2、透镜与透镜组的成像 

（1）焦平面指的是过透镜组的物方焦点和像方焦点，且与光轴垂直的虚拟平面。从物方焦平面上一

点射出的光线，经透镜折射后会在像方处形成一束平行光；一束平行光从物方经过透镜后会聚焦到

像方焦平面上的一点。平行光的角度由焦平面上的点与透镜的中心点连线方向确定，这是因为经过

透镜中心点的光线传播方向不变。 

（2）透镜成像公式： 
1
Y +

1
F =

1
1 

其中Y为物距，F为像距，1为透镜的焦距。正负号约定：Y位于透

镜左侧为正，F位于透镜右侧为正，凸透镜1为正。透镜成像的放

大率可以表述为： 

_ = −
F
Y 

放大率_的正负号代表像与物之间的正倒关系。 

 

例 2、（2021清华强基）光线通过矩形小孔发光，通过两个相同的凸透镜，打在屏幕上，如图所示，

则（BC） 

 

A、产生的图案为矩形，且原孔长边对应短边 

B、产生的图案为矩形，且原孔短边对应短边 

C、孔向上移，图案下移 

D、孔向上移，图案上移 

分析与解：为了分析矩形小孔成像过程中物与像的长短边对应关系，我们可以把长边单独看成一个

物去分析其光路，非常容易得到长边对应的物经过透镜组成像后还是位于长边位置。且像与物正倒

关系相反，大小相等。因此 B正确，A错误。分析 CD选项，分析矩孔中心的成像点即可，同理知

C正确，D错误。当然也可以用透镜组的放大率公式去求解，具体求解如下，取任意物点，对第一

个透镜有：Y = 1，带入透镜成像公式得：F = +∞。因此对于第二个透镜有：Y = −∞，带入透镜成

像公式得：F = 1。即透镜组成像正好位于屏上，透镜组的放大率为： 

_ = _& ∙ _* = −1 

即透镜组成的像与物等大反向，因此选项 BC正确。  
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3、光的干涉 

 

（1）杨氏干涉：普通光源先经过一个不透光挡板的狭

缝，再经过一个不透光挡板的双狭缝，则在双缝之后的

接收屏上就可以观察到明暗交错的干涉条纹。 

干涉条纹的间距为： 

∆3 =
≠
ä g 

 

（2）类杨氏干涉：单一光源通过镜组成对称双点光源，然后再进行干涉。 

 
 

 

（3）半波损失：当光线从光疏介质射向光密介质时，反射光线相对于入射光线相位突变j。光疏介

质对应折射率小，光密介质对应折射率大。 

（4）薄膜干涉：薄膜干涉分为等倾干涉和等厚干涉。 

1）等倾干涉：如图所示，一光线通过厚度均匀的薄膜，发生直接

反射得到光线1与经历透-反-透得到光线2，光线1与2之间发生干涉

而在屏幕上形成不同的亮暗条纹。光线1与2之间的光程差为： 

œ = 2ä å )!
-./ 3 − ?& tan W sin óç = 2?*ä cos W 

干涉增强出现亮条纹的条件为： 

2?*ä cos W = (Ø +
1
2)g 

Ø为等倾干涉级数，g为光线的波长，&
* g项是由于上下表面反射的半

波损失而引起。 

实验中一般选取左图为实验装置，光源发出的光线经薄膜的两个面

反射后，具有相等倾角的光在接收屏上形成一个圆环，这些圆环的

中心位于透镜的光轴上。  

菲涅耳双面镜 劳埃德镜 菲涅耳双棱镜 
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2）等厚干涉：如图所示，等厚干涉一般是研究小倾角薄膜的干

涉。因此让入射光垂直底面入射，近似认为光线直上直下反射与透

射，因此厚度ℎn处的两束反射光的光程差为： 

œ = 2?ℎn 

其中?为薄膜的折射率。 

考虑半波损，则亮条纹出现的条件为： 

2?ℎn = (2Ø + 1)
g
2 

因此相邻两个条纹间的厚度差为 

∆ℎ =
g
2? 

楔形薄膜可用于检测表面是否平整，以及确定凸凹，如左图所示。 

（5）牛顿环：机理与薄膜干涉类似，在一玻璃平板上放一平凸透镜，则两者之间就形成了一层空气

薄膜。从上方垂直人射的光，由于分别被空气膜的上下两个表面反射，于是就产生了干涉。半径Wn

处对应的空气膜厚度为ℎ，则由几何关系近似后可得： 

ℎ =
Wn*

2\ 

因此考虑半波损后，亮纹位置满足： 

2ℎ = Øg +
g
2 

即牛顿环亮环半径： 

Wn = }(Ø +
1
2)g\ 

Ø = 0，1，2为牛顿环亮环的级数。 

 

例 3、（2020清华强基改编）已知两束平行的波长为g的相干光束入射在一屏上，光线1斜向右上方射

向屏，光线2斜向右下方射向屏，它们与屏法线的夹角分别为U和á，两者均为小角。则屏上相邻干

涉条纹的间距为（B） 

A、 V
-./6c-./f 

B、 V
6cf 

C、 *V
/bo6c/bof 

D、以上都不对 
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分析与解：假设在屏上某点为相干增强处，考虑该点上方∆3处的干涉情况，第一束平行光（与屏法

线的夹角为U）光程落后∆3 sin U，第二束光（与屏法线的夹角为á）光程领先∆3 sin á，因此有光程

差： 

œ = ∆3(sin U + sin á) 

当光程差为整数倍波长时，干涉点为相干增强，因此相邻两个干涉条纹间距为： 

∆3 =
g

sin U + sin á =
g

U + á 

最后一步用到了U和á为小角的小量近似。 

 

例 4、如图（a）所示，A为平凸透镜，B为平板玻璃，C为金属柱，D为框架，A，B之间留有气

隙，而 A被固定在框架的边缘上。温度变化时，C发生伸缩，而假设 A，B，D都没有伸缩。现用

波长为g = 632.8?Z的激光垂直照射。 

（1）在反射光中观察时，看到牛顿环的

条纹都移向中央，这表明金属柱 C的长

度是增加还是缩短？ 

（2）如果观察到有10个明条纹移到中央

而消失，C的长度变化了多少毫米？ 

分析与解：（1）条纹都移向中央表明温度变化后中央对应的空气层间隔等于温度变化前外圈对应的

空气层间隔，也就是说中央空气层间隔增大，所以金属柱 C的长度缩短。（2）10个明条纹移到中央

而消失意味着中央空气层长度变化导致光程变化了10个波长，假设 C的长度变化了∆S，即得到关系

式： 

2∆S = 10g 

即得到 C的长度变化了： 

∆S = 5g = 3.164 × 10eKZZ 
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五、狭义相对论 

1、狭义相对论的基本原理与爱因斯坦时空观 

（1）狭义相对论的基本原理： 

1）相对性原理：在所有惯性系中，物理学定律具有相同的表达形式。 

2）光速不变原理：在所有惯性系中，真空光速具有相同量值，与光源的运动无关。 

（2）爱因斯坦时空观： 

伽利略时空变换是以牛顿力学的绝对时空观为前提建立起来的，绝对时空观认为时间是一个独立存

在的绝对量，时间与参考系的选取无关。但爱因斯坦认为，时间概念与空间概念一样，也只具有相

对的意义，在不同的参考系有不同的时间。 

2、狭义相对论时空变换 

取地面系为静系;系，另一惯性系为动系;!系。则质点 P在;

以及;!系中的坐标分别为(3, 0, ã, G)以及(3!, 0!, ã!, G!)。狭义相

对论理论下，上述坐标满足洛伦兹正变换（用;系参量表述;!

系参量）： 

3! =
3 − FG
O1 − á*

，0! = 0，ã! = ã，G! =
G − F

ô* 3

O1 − á*
 

其中F是;!系相对;系沿3方向的运动速度。á = U
A是一个相对论问题中常用的无量纲量，用以描述速

度与光速的比值。对称地，有洛伦兹逆变换（用;!系参量表述;系参量）： 

3 =
3! + FG!

O1 − á*
，0 = 0!，ã = ã!，G =

G! + F
ô* 3

!

O1 − á*
 

实际上，我们在解题过程中经常运用坐标差值的洛伦兹变换，即 

∆3! =
∆3 − F∆G
O1 − á*

，∆0! = ∆0，∆ã! = ∆ã，∆G! =
∆G − F

ô* ∆3

O1 − á*
 

∆3 =
∆3! + F∆G!

O1 − á*
，∆0 = ∆0!，∆ã = ∆ã!，G =

∆G! + F
ô* ∆3

!

O1 − á*
 

3、动尺收缩与动钟变慢 

（1）动尺收缩效应：动尺收缩强调的是一个在;系中沿3轴高速运动的尺子，测量者在;系中同时测

量其首端与尾端，得到的首端与尾端的3坐标差： 

∆3 = S = S%O1 − á* 

其中S%为尺子原长，即在与尺子一同运动的惯性系;!系中测量首端与尾端的坐标差∆3!。 
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证明：在测量过程中，我们把测量首端当作事件1，测量尾端当作事件2。那么分别在;系和;!系去考

察这两个事件的坐标，不难得到： 

∆3! = S%，∆3 = S，∆G = 0 

∆G = 0的原因是测量动尺长度，就应该在;系中同时测其首端和尾端，事件1和事件2在;系中发生的

时刻一致。将上述值带入坐标差值的洛伦兹正变换，得到： 

∆3! =
∆3

O1 − á*
 

即： 

S = S%O1 − á* 

（2）动钟变慢效应：动钟变慢强调的是一个在;系中沿3轴高速运动的时钟，测量者在与时钟一同

运动的惯性系;!系中测得时钟走过时间G%，则在静系;系中测得时钟走过的时间： 

G =
G%

O1 − á*
 

证明：在测量过程中，我们把时钟开始计时当作事件1，时钟终止计时当作事件2。那么分别在;系

和;!系去考察这两个事件的坐标，不难得到： 

∆3! = 0，∆G! = G%，∆G = G 

∆3! = 0的原因是，时钟开始和终止这两个事件，在;!系中发生的坐标不变（时钟在;!系中静止在原

点）。将上述值带入坐标差值的洛伦兹逆变换，得到： 

∆G =
∆G!

O1 − á*
 

即： 

G =
G%

O1 − á*
 

4、狭义相对论的速度变换 

对坐标变换进行微分与整合，可以得到;与;!系中速度变换公式如下： 

Y#! =
Y# − F
1 − F

ô* Y#
，Y<! =

O1 − á* ∙ Y<
1 − F

ô* Y#
，Y=! =

O1 − á* ∙ Y=
1 − F

ô* Y#
 

Y# =
Y#! + F
1 + F

ô* Y#
!
，Y< =

O1 − á* ∙ Y<!

1 + F
ô* Y#

!
，Y= =

O1 − á* ∙ Y=!

1 + F
ô* Y#

!
 

要注意虽然0，ã方向在洛伦兹坐标变换中不变，但在速度变换中由于时间G的变化而相应要作变换。 
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例 1、（2020清华强基）已知地球半径为6000tZ，在距离地心12000tZ的飞船上的钟一天比地球上

的钟计时偏差为（A） 

A、14cK 

B、140?K 

C、24001K 

D、24000kK 

分析与解：设地球半径为\，则飞船的环绕速度： 

F = }y_
2\ = }J\

2  

由钟慢效应公式以及小量近似得： 

G =
G%

O1 − á*
= G%(1 +

1
2á

*) 

得到计时偏差： 

∆G = G − G% =
1
2á

*G% = 1.44 × 10e\K = 14.4cK 

故选 A 

 

例 2、（2021清华强基）如图所示，;!系相对;系沿0轴正方向的速度为Y，;!系中有一轻杆沿ã!轴正

方向运动，速度也为Y。考虑相对论效应，在;系看来轻杆的形态如何（BD） 

 
A、杆倾斜，B端偏上，A端偏下 

B、杆倾斜，B端偏下，A端偏上 

C、杆不倾斜 

D、杆的整体长度缩短 

分析与解：在这道题要注意，3、0坐标轴换了位置，不能死记硬背洛伦兹变换式，要知道位移坐标

变换只在相对运动方向上存在即可。以测 A为事件1，测 B为事件2，则有： 

∆0! = S%，∆G = 0 

因为无论∆G!为多大，都会满足∆0! = S%。因此算得：  
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∆0 = S%O1 − á* 

∆G! = −
S%
Y á

* 

考虑到在;!系中∆G! = − G%
p á

*，则有ã方向的洛伦兹变换： 

∆ã! = ∆ã = −S% ∙ á* 

因此在;系看来轻杆 B端偏下，A端偏上。且轻杆的长度为： 

S = O(∆0)* + (∆ã)* = S%O1 − á* + á1 < S% 

因此选择 BD 

 

例 3、在惯性系;中观察到两事件发生在同一地点，时间先后差2K。在另一相对于;系运动的惯性系

;!中观察到两事件之间的间隔为3K。试求;!系相对于;系的速度大小F和在;!系中测得的两事件之间

的距离ä 

分析与解：直接分析这两个事件，有以下关系： 

∆G = 2，∆3 = 0，∆G! = 3 

由洛伦兹变换： 

∆G! =
∆G − F

ô* ∆3

O1 − á*
 

得到： 

F =
√5
3 ô 

则;!系中测得的两事件之间的距离ä为： 

ä = ∆3! =
∆3 − F∆G
O1 − á*

= −√5 ∙ ô 

 

例 4、已测得某介子静止时的平均寿命为–% = 2.5 × 10eSs。实验室获得的该介子速度为(1 −

5 × 10e\)ô，试求它可通过的平均距离S。 

分析与解：动钟延缓得到该介子实验室系的寿命： 

– =
–%

O1 − á*
 

则利用小量近似得到通过的平均距离S为： 

S = F– = ô
–%

O1 − á*
=
3 × 10S × 2.5 × 10eS

O1 − (1 − 1 × 10e1)
= 750Z 
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例 5、惯性系;!，;间的关系如图所示。静长为S的直尺 AB静止于3!0!平面，且与3!轴夹角为45°，质

点 P沿杆运动，相对于杆的速率Y为常量，试在;!，;系分别计算 P从杆的 A端到 B端所经时间[!，

[ 

分析与解：我们用坐标变换和速度变换两种方法来计算这道题。

首先用坐标变换，事件1为质点从 A点出发，事件2为质点运动

到 B点。则有关系： 

∆G = [，∆3! =
√2
2 S，∆G! = [! =

S
Y 

于是带入洛伦兹逆变换公式： 

[ =
S
Y +

√2
2 S ∙ Fô*

Ç1 − F
*
ô*

 

现在用速度变换的方法去计算[，考虑到0方向的洛伦兹坐标变换与速度变换： 

∆0 = ∆0! =
√2
2 S 

Y< =
O1 − á* ∙ Y<!

1 + F
ô* Y#

!
=
Ç1 − F

*
ô* ∙

√2
2 Y

1 + F
ô*
√2
2 Y

 

则[为： 

[ =
∆0
Y<

=
1
Y +

√2
2
F
ô*

Ç1 − F
*
ô*

∙ S 

两种方法结果一致。 
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六、近代物理篇 

1、玻尔的氢原子模型 

（1）电子绕原子核做圆轨道运动的动力学方程，如图所示，有： 
∫~*

4j§%W*
=
ZNF*
W  

其中，∫为核电荷数，由上式可得电子的动能为： 

iH =
ZNF*
2 =

1
2 ∙

∫~*
4j§%W

 

原子的总能量包括电子的动能iH和电子与核之间的库仑势能i>，则其

总能量为： 

i = iH + i> = −
1
2 ∙

∫~*
4j§%W

 

（2）定态条件：原子中的电子只能处于一系列分立的圆轨道上，绕核转动；电子在固定的轨道上运

动时，不辐射电磁波。这些分立的轨道，称作定态轨道，其半径可以记为W)，这时原子的能量为： 

i) = −
1
2 ∙

∫~*
4j§%W)

 

由于轨道是分立的，故原子的能量也是分立的，即是量子化的。这些量子化的能量称作能級。 

（3）频率条件：电子可以在不同的定态轨道之间跃迁，原子的能量也发生相应的改变，即原子可以

在不同的能级之间跃迁。当原子的能量改变时，就以电磁波

的形式辐射或吸收能量。根据爱因斯坦光量子的能量表达式

i = ℎ¡，其中，ℎ = 6.626 × 10eK1¬ ∙ K为普朗克常量，¡为电

磁辐射的频率。原子从定态i)$跃迁到另一个定态i)!时，如

图所示，与电磁辐射频率之间的关系为： 

ℎ¡ = i)$ − i)! =
1
2 ∙

∫~*
4j§%

(
1
W)!

−
1
W)$
) 

（4）角动量量子化条件：电子轨道运动的角动量是量子化的，只能取一些特定的数值，即： 

l) = ZFW) = ?
ℎ
2j = ?ℏ，(? = 1，2，3，…) 

其中ℏ为约化普朗克常数，满足ℏ = g
*Q 

将角动量量子化条件带入动力学方程中，便可以得到定态轨道半径W)： 

W) =
4j§%(?ℏ)*
ZN∫~*

 

那么原子的轨道能级、定态轨道半径、各能级之间跃迁产生的光频率均可求解。 
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例 1、（2020清华强基）电荷量为∫~的负粒子绕氢原子核转动形成玻尔模型，则其第?个定态的能量

为？ 

分析与解：由前述公式得，第?个定态的轨道半径为： 

W) =
4j§%(?ℏ)*
ZN∫~*

 

带入原子能量公式得： 

i) = −
1
2 ∙

∫~*
4j§%W)

= −
∫*~1ZN

32j*§%*?*ℏ*
 

 

例 2、（2020清华强基）氢原子核外电荷若被另一粒子取代，已知它的质量是电子的207倍，电荷与

电子相同，则与电子相比，其基态的能量、角动量、轨道半径分别为原先的多少倍？ 

分析与解：这里涉及到折合质量的概念。我们考虑电子绕着原子核转动，提前假设了原子核静止不

动。但实际上氢原子核的质量_是电子质量ZN的 1837倍，氢原子核与电子共同绕质心转动，只不

过氢原子核的圆周运动半径比较小而已。那么为了把这个细微的修正也考虑进去，我们可以引入折

合质量的概念，即如果把电子的质量ZN变为一个折合质量： 

c =
ZN_
_ +ZN

 

这个时候就可以把氢原子核当作静止不动来处理。于是有氢原子基态轨道半径和基态能量的表达

式： 

W& =
4j§%ℏ*
c~*  

i& = −
c ∙ ~1

32j*§%*ℏ*
 

角动量量子化条件告诉我们基态角动量在变化前后都不会发生变化，基态能量与轨道半径的变化只

是折合质量发生了变化，假设取代后核外电荷的折合质量为c!，取代前核外电荷的折合质量为c，因

此有： 

c =
1837
1838ZN = 0.9995ZN 

c! =
1837 × 207
1837 + 207ZN = 186.04ZN 

基态能量为原来的倍数： 
c!
c = 186.13 

轨道半径为原来的倍数： 
c
c! =

1
186.13 
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